
第八周习题课解答 导数计算及应用 

                                —微分中值、洛必达、泰勒展开 

 

1. 在  1,0 上， 1)(0  xf ， )(xf 可微，且 1)(  xf ，证明在  1,0 中存在唯一的 使

 )(f . 

证明：（1）存在性：令 xxfxF  )()( ，则 ( ) ( ) , ( ) ( )F f F f         ， 

由连续函数的介值定理，在  1,0 内至少存在一点 使得 0)( F ，即  )(f . 

（2）唯一性：若存在两点 , ( , )     满足 21   使得 11)(  f 且 22 )(  f ，由拉

格朗日微分中值定理，存在  21 ,  使得 

  1
)()(

21

21 










ff
f ， 

与条件  ( ) , ,f x x       矛盾。故在  1,0 中存在唯一的 使  )(f . 

 

2. 设 ),0[ Cf ，在 ),0(  内可导， ( ) , lim ( )
x

f f x


    ，求证：存在 ),0( 

使 0)(  f . 

证明：（1）若 0)( xf ，结论显然成立。 

（2）假设 )(xf 不恒为零，则一定存在 ),0(  使 0)( f . 不失一般性，假设

0)( f ，由连续函数的介值定理，在 ),0(  中存在一点 1 使  
 
2

1




f
f  . 同样，因为

0)(lim 


xf
x

，存在   , ，使得  
 
2




f
f  . 再一次由连续函数的介值定理知，

在  , 中，存在一点 2 使  
 
2

2




f
f  . 由洛尔定理知，存在 ),0(),( 21   使

得 0)(  f . 

 

3. 设函数 ( ), ( )f x g x 在 ],[ ba 上连续，在 ),( ba 内具有二阶导数且存在相等的最大值，

( ) ( ), ( ) ( )f a g a f b g b  ，证明：存在 ),( ba 使得 )()(  gf  . 

证明：令 )()()( xgxfxF  ， 则 



                         0)( aF ， 0)( bF ，  

设 ( ), ( )f x g x 在 ),( ba 内的最大值M 分别在 ( , ), ( , )a b a b   取得。 

当   时，取 ),( ba  ，则有 )()(  gf  .  

当   时，则 

0)()()()(   gMgfF ,  

0)()()()(  MggfF  .  

由连续函数的介值定理，存在 ),( ba 使得 0)( F ，即 )()(  gf  . 

由洛尔定理， ),(1  a 使得 0)( 1  F 且 ),(2 b  使得 ( )F   ， 

再一次由洛尔定理， ),(),( 21 ba  使得
'' ( )F   ，即 )()(  gf  . 

 

4. 已知函数 ( )f x 在[0,1]上连续，在 (0,1) 内可导，且 (0) 0, (1) 1f f  . 证明： 

（I）存在 ),1,0(  使得  1)(f ； 

（II）存在两个不同的点 , ( , )     ，使得 .1)()(   ff  

证明：（I） 令 xxfxF  1)()( ，则 ( )F x 在[0,1]上连续，且 (0) 1, (1) 1F F   ，于是

由连续函数的介值定理知，存在 ( , )    使得 0)( F ，即  1)(f . 

（II）在 ],0[  和 ]1,[ 上对 ( )f x 分别应用拉格朗日中值定理，则存在两个不同的点

( , ), ( , )       ，使得
0

)0()(
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ff
f ，











1

)()1(
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ff
f . 

于是 .1
1

1

1

)(1)(
)()( 





























ff
ff  

 

5. 证明下列各题： 

（1） 设 ( ) [ , ]f x C   ，且在 ( , )  内可导， ( ) ,f     当 ( , )x   时， ( )f x   . 证明：

对一切正整数n ， ( , )    使得
' '( ) ( )

( ) ( )

nf f

f f

 

 





. 



证明：对一切正整数 n ，令 ( ) ( ) ( )nF x f x f x  . 则 ( ) , ( )F F     ， 

且 ( ) [ , ]F x C   ，且在 ( , )  内可导，故由洛尔定理， ( , )    使得 

' ' '( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n nF nf f f f f           ，即
' '( ) ( )

( ) ( )

nf f

f f

 

 





.    

（2） 设 )(xf 在  1,0 连续，在  1,0 可微，且 0)1( f ，则  1,0 使得





)(
)(

f
f  . 

证明：作辅助函数 )()( xxfxF  ，则 0)1()0(  FF ，由洛尔定理，存在 )1,0( 使得 

      0  ffF ， 

故结论成立。 

 

6. 设函数 )(),( xgxf 在 ],[ ba 连续，在 ),( ba 内二阶可导，且 ( ), ( )f x g x 在区间的两个

端点处单侧导数存在， ( ) ( ( , ))g x x a b     . 已知 ( ) ( ) ( ) ( )f a f b g a g b     . 

求证: 

（1） 0)( xg ， ),(x ba ； 

（2） ),( bac ，使得 
)(

)(

)(

)(

cg

cf

cg

cf




 . 若忽略条件 ( ), ( )f x g x 在区间的两个端点处单

侧导数存在，此结论是否成立？ 

证明：（1）用反证法，假设在 ),( ba 内存在 ),( bac 使得 0)( cg ， 

则由罗尔定理， ),(1 cac  及 ),(2 bcc  ，使得 0)()( 21  cgcg 。 

再由罗尔定理可知， ),( 210 ccc  ，使得 0)( 0  cg 。此与题设矛盾。故结论成立。 

（2）记 )()()()()( xgxfxgxfxF  ，则函数 )(xF 在 ],[ ba 连续，在 ),( ba 可导， 

且 0)()(  bFaF ，由洛尔定理， ),( bac ，使得 0)(  cF ，也即 

0)()()()()(  cgcfcgcfcF ，由此导出结论（2）。 

若忽略条件 ( ), ( )f x g x 在区间的两个端点处单侧导数存在，则结论（2）不一定成立。例如：

对任意的 ( , )x  ， ( ) , ( ) lng x x f x x x         ， 

则
' ''( ) , ( ) ,

( )

x
g x g x

x x


 


   

 

  



' '' ln
( ) ( ln ) , ( )

( )

x x
f x x f x

x x x




 
 

 
    

  

且 

' '( ) ( ) ( ) ( ) ( )F x f x g x f x g x x    ，但 

' '' ''( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .F x f x g x f x g x      证毕。 

 

7. 证明下列各题 

(1) 对任意正整数n ，证明方程  nx xe 至多有三个不同的实根。 

证明：因为方程 0 nx xe 和方程
-x ne x  有相同的实根。考虑函数 

( ) - -x nf x e x  . 设方程
-x ne x   有四个不同的实根，则由洛 尔定理知，

( ) ( )-x nf x e x n x   至少有三个不同的零点，而易见 ( ) ( )-x nf x e x n x   有且仅有两

个不同的零点，矛盾。故方程 0 nx xe 至多有三个不同的实根。结论得证。 

(2) 证明方程 22 2 1 0x x x    至多有两个不同实根。 

证明：假设方程 22 2 1 0x x x    有三个不同实根，根据洛尔定理可知，方程 

2(2 2 1) 0x x x     ，即 2 ln 2 4 1 0x x    

至少有两个不同实根，方程 

(2 ln 2 4 1) 0x x    ，即 22 (ln 2) 4 0x    

至少有一个实根。 

但 22 (ln 2) 4 4x   ，所以矛盾． 

故方程 22 2 1 0x x x    至多有两个不同实根。 

 

8. 解答下列问题： 

（1） 0k 为常数，求 k
e

x
xxf  ln)( 在 ),0(  内的零点个数。 

解： 0)(,)(lim,)(lim,)(
0





 

kefxfxf
ex

xe
xf

xx
， 

所以 )(xf 在 ),(),,0( ee 各有且仅有一个零点， ( )f x 在 ),0(  内有两个零点。 

 

（2） 设 ( )f x 在[ , )  上处处可导且 exf
x




)(lim . 求常数C ，使得 



 )1()(limlim 













xfxf

Cx

Cx

x

x

x
. (*)  

解：根据假设 exf
x




)(lim ，由拉格朗日中值定理可知，等式（*）右边的极限为 

  efxfxf
x




)(lim)1()(lim 


. 考虑等式（*）左边的极限。 

若 0C ，则等式（*）左边的极限为 1，右边的极限为e . 等式（*）不可能成立。因此 0C .

我们将函数

x

Cx

Cx












写作标准极限模式： 

C
Cx

Cx

C

Cx
xx

e
Cx

C

Cx

C

Cx

Cx 2

2

22
1

2
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， x . 

由等式（*）得 ee c 2 . 因此 2/1C . 解答完毕。 

 

9. 设 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，在 ( , )a b 内可导，且 ( ) ( ) 1f a f b  ，求证存在 , ( , )a b  ，

使得 [ ( ) ( )] 1e f f      . 

解： 令 )()( xfexF x ，则 )(xF 在 ],[ ba 上满足拉格朗日中值定理的条件，于是 

)]()([
)()(

 ffe
ab

afebfe ab





，其中 ),( ba . 

由 1 )()( bfaf ，则有 )]()([  ffe
ab

ee ab





. 另一方面，对函数 xe 在区间 ],[ ba

上应用拉格朗日中值定理，我们又得到
e

ab

ee ab





，其中 ),( ba ， 综合上述两个等式

即有 1)]()([   ffe . 证毕。 

10. 设 )(xf 在  21, xx 可导， 210 xx  ，证明  21, xx ，使 

   
   

x x
f f

f x f xx x
  

 

  


 


. 

证明：记  
 

 ,
f x

F x G x
x x


  ，在  21, xx 上应用柯西中值定理得 

   
   

 
 


G

F

xGxG

xFxF










12

12 ， 

代入即可。 

 

11. 求下列极限 



（1） 假设极限
30

sin 6 ( )
lim 0
x

x xf x

x

 
 

 
，求极限

20

)(6
lim

x

xf

x




. 

解：由熟知极限 
6

1sin
lim

30




 x

xx

x
可知

6

1

)6(

66sin
lim

30




 x

xx

x
. 于是我们有 

366
6

166sin
lim 3

30




 x

xx

x
. 由已知条件， 

2030

)(6
lim36

)(666sin
lim0

x

xf

x

xxfxxx

xx










 



. 

因此 36
)(6

lim
20




 x

xf

x
. 解答完毕。 

 

（2） 求极限 .1
3

cos21
lim

30 


















 



x

x

x

x
 

解： .1
3

cos21
lim

30 


















 



x

x

x

x
=

3

3
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1
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x

e

x
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3lncos2ln
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x

x
x

x 2

sin
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1
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1sin
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1
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2

1
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 x

x

xx
 

（3）  求极限 lim
lnx

x

x x

 
 

 
. 

解：（方法 1） 
xx

xxx

xx

x

xx ln)1(

1ln
lim

ln

1

1
lim

11 













 
  

2

1

11

1
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ln
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2
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x

x

x
x

x
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。 

（方法 2）
)11ln()1(

1ln
lim

ln

1

1
lim

11 













  xx

xxx

xx

x

xx
 

     
21 )1(

1ln
lim






 x

xxx

x 2

1

)1(2

1
lim

)1(2

ln
lim

11










 x

x

x

x

xx
. 

(4) 设 )(xf 在 0x 某邻域内可导，且 2)0(,1)0(  ff ，求极限 
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n

1
11

sinlim  



解：考虑极限
   ))(1(

sin

sin

0

1

1

0

2sin
1limsin

1
lim

xfx
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x

x

xfx

x x

xx
x
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, 

由幂指函数的极限，只需求极限 

( )
sin ( )

lim lim lim
( ( )) ( ( )) ( ) ( )x x x

x o x
x x x o x

x f x x f x f x f

 

   


 

        
      

. 

故 lim sin .

n

f
n

n
n e

n

 
   

 


   
  

  
 

(5) 求极限
23

0

cos 1
lim

(2 1) tanxx

x x

x

 


. 

解：注意到 2ln~112 2ln xe xx  ，tan x x，( )x  . 利用 xcos 的二阶泰勒公式可

得到 )(
2

1
1cos 22

3

3 xoxx  ，将 )(
2

1 22 xox  视为中间变量u ， 

由于
/( ) ( )u u o u  

  


，故 

cos ( ) ( )x x o x o x o x         
            

 

)(
6

1
1 22 xox  ， 

从而原极限为 

( )
cos

lim lim
( ) tan ( ln )xx x

x o x x
x x

x x x

  


 


  

 
  

( )

lim
ln lnx

x o x

x

 






 
  

. 

(6) 求极限
1

1

(ln 1)
lim

1

x

x

x x x

x





 


.
      

 

解：这是 0/0 型不定式极限。我们先将极限式中函数表为 

 
x

xx
x

x

xxx xx










1

1)1(ln

1

)1(ln1

。显然原极限等于极限
x

xx x

x 



 1

1)1(ln
lim

1
. 相比

而言，后者求导时稍微容易些。对后一极限使用洛必达法则： 

ln[ (ln ) )] (ln )

( )

x x x xx x x e x

x

     
   

  
， 1x . 

于是 2)2(1
1

)1(ln
limlim

1

)1(ln
lim

11

1

1















 x

xx
x

x

xxx x

xx

x

x
. 



(7) 求极限
/cos

lim
x

x

x e

x

 




. 

解：考虑分子函数的泰勒展式： 

)(
!4!2

1cos 4
42

xo
xx

x  ； )(
2!2

1

2
1 4

2
22

2/2

xo
xx

e x 
















 . 

于是
12

1

8

1

!4

1
)(

2!2!4

1cos 4

2

44

44

2/2













 

xo
xx

xx

ex x

， 0x 。 

故
12

1cos
lim

4

2/

1

2




 

 x

ex x

x
. 解答完毕。 

12. 解答下列各题 

(1) 求 , ,a b c的值，使得 )( 2 cbxaxe x  是比 x高阶的无穷小量  0x . 

解：  ( ) ( )2x x
e ax bx c x o x ax bx c


         


, 

要使
 ( ) ( )

( )
lim 0

x

x

c b x a x o x
e ax bx c

x x

 


 


     

     ，则 

, ,a b c


  


. 

(2) 若 )(xf 可导且导函数连续， 1)1( f ，求当 0x 时，无穷小量 )
2

2
()(cos

2x
fxf




的阶。 

解：因为 )(xf 可导且导函数连续，因此由微分中值定理，存在 x 介于cos x与
x

x




之间，

使得
'(cos ) ( ) ( ) cosxf x f f x

x x


 

  
   

   
. 由于 limcos

x
x


且 lim

x x




 
，

故 lim x
x




，从而
' 'lim ( ) ( )x

x
f f


  . 又cos ( )

!

x x
x o x

 
  

 
，  

( )
x x

o x
x

 





  

  
，因此cos ( ),

x
x o x

x






 
   
 

 

从而
'

(cos ) ( )

lim lim ( ) lim(cos ) .x
x x x

f x f
x f x

x x




   




     
 

 



故当 0x 时， )
2

2
()(cos

2x
fxf


 是 4 阶无穷小量。 

若将题目中函数的条件减弱为：设 ( )f x 在点可导且 1)1( f ，求当 0x 时，无穷小量

)
2

2
()(cos

2x
fxf


 的阶。则该题目求解如下： 

解：分别将 (cos ), ( )f x f
x



 
在 1 点展开为带有皮亚诺余项的 1 阶的泰勒展式： 

(cos ) ( ) ( )(cos ) (cos )f x f f x o x       ，( 0x ) 

( ) ( ) ( )( ) ( )
x x

f f f o
x x x

 

  


    

  
， ( 0x ) 

则  (cos ) ( ) cos (cos )
x

f x f x o x
x x



 


     

 
 

( )
( ) ( )

! ( )

x x x x x
o x o x

x x

    
 

 


      

    
， 

故

( )
( )(cos ) ( )

( )
lim lim
x x

x x
o xf x f

xx

x x

 




  

 
    


.  

所以当 0x 时， )
2

2
()(cos

2x
fxf


 是 4 阶无穷小量。 

(3) 设 ( )f x 在 ( , )  上具有二阶连续导数，且 ( )f   ，函数 













.0,

,0,
)(

)(

xa

x
x

xf

xg  

（I）确定 a 的值使 )( xg 在   , 上连续； 

（II）对（I）中确定的 a 值，证明 )( xg 在   , 上的一阶导数连续。 

证明（I） )0(
)0()(

lim
)(

lim)(lim
000

f
x

fxf

x

xf
xg

xxx






. 

故当 )0(fa  时， )( xg 在   , 上连续； 



（II） 0x 时，
2

)()()(
)(

x

xfxfx

x

xf
xg














 ， 

2

)0(

2

)0()(
lim

)0()(
lim

)0(
)(

lim
)0()(

lim)0(

0

2000

f

x

fxf

x

fxxf

x

f
x

xf

x

gxg
g

x

xxx



















  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim ( ) lim lim
x x x

xf x f x f x xf x f x f
g x

x x  

       
   

 
， 

故 )( xg 在   , 上的一阶导数连续。 

(4) 写出
xx

xf
2

1
)(

2 
 在 10 x 处带 Peano 余项的 Taylor 展开式。 

解：  nn xoxxx
x

xf 2242

2
)1()1()1()1(1

)1(1

1
)( 


  ， 

1x . 

(5) 确定 ba, 的值，使当 0x 时， xxbaxxf sin)cos()(  与
5x 为同阶无穷小。 

解： xbxaxxf 2sin
2

1
sin)(    

)]()2(
120

1
)2(

6

1
2[

2

1
)](

120

1

6

1
[ 553553 xxxxbxxxxax    

)()16(
120

1
)4(

6

1
)1( 553 xxbaxbaxba  ，  

要使极限存在且 

( ) ( cos )sin
lim lim

( ) ( ) ( ) ( )

lim ,

x x

x

f x x a b x x

x x

a b x a b x a b x o x

x

  

  



 


 
       

   

 

则当 ,a b a b       ，即 / , /a b     ，此时 

( )
( )

lim lim
x x

x o x
f x

x x

 

  




 


. 故当 / , /a b     时， 



xxbaxxf sin)cos()(  与
5x 为同阶无穷小。 

 

13. 求下列高阶导数 

(1) 求函数 )1ln()( 2 xxxf  在 0x 处的n 阶导数 )3()0()( nf n . 

解：由麦克劳林公式 

                 
     ''

' 2
0 0

0 0
2! !

n

n
f f

f x f f x x x
n

     
， 

   

 

2 3 2
12 2

4 2
13

ln 1 1
2 3 2

                  1
4 2

n
n

n
n

x x x
x x x x

n

x x
x

n







 
        

 

     


 

比较
nx 的系数得

     
 1

0 1

! 2

nn
f

n n







. 所以
   

 
 1

1 !
0

2

n

n n
f

n







.  

(2) 设n 是正整数， ( ) lnn

nf x x x . 求极限

( ) ( )

lim .
!

n

n

n

f
n

n



  

解：
' ( ) ln ( )n n n

n nf x nx x x nf x x  

    ，对上式两边求n阶导，得 

( ) ( )( ) ( ) ( )!n n

n nf x nf x n

   ，从而得到递推式
( ) ( )( ) ( )

! ( )!

n n

n nf x f x

n n n



 
 


， 

故
( ) ( )

'( ) ( )
( ) ln

! ( )!

n n n n
n n

k k

f x f x
f x x

n n n k k






 

  
      


  ， 

这样

( ) ( )

lim lim( ln )
!

n
nn

n n
k

f
n n

n k


 





    （欧拉常数， .   ）. 

 

 

======= 

以下供学有余力的同学选做。 

1. 广义 Rolle定理 

(1) 设函数 ( )f x 在 ( , )a b 上可导，且满足 )(lim)(lim xfxf
bxax  

 . 求证：存在 ( , )a b  ,使

得 ( ) 0f   . 



(2) 设函数 ( )f x 在 ( , )a  上可导，且满足 )(lim)(lim xfxf
xax 




. 求证：存在 (0, )  

使 ( ) 0f   . 

(3) 问在结论（2）中，若将区间 ( , )a  改作 ),( a 或 ),(  ，结论是否仍然成立？ 

证（1）： 若函数 ( )f x 在 ),( ba 上恒为常数，则结论显然成立。 

设函数 )(xf 在 ),( ba 上不是常数函数，则至少存在一点 ),(0 bax  ，使得 

)(lim)(lim)( 0 xfxfxf
bxax  

 。  

根据连续函数的介值性，以及函数极限保序性可知，存在点
1 0( , )x a x 和 ),( 02 bxx  ，使

得 )()( 21 xfxf  ，其值介于 )( 0xf 和 )(lim)(lim xfxf
bxax  

 之间。 再利用罗尔定理可知存

在 ),(),( 21 baxx  ， 使得 ( ) 0.f    

（2）的证明基本同上。略。 

（3）所问问题的答案是肯定的。证明基本同（1）。略。证毕。 

2. 设 ( )f x 在[0, ) 内可导，且
2

2 1
0 ( ) ln , [0, )

1

x
f x x

x x


    

 
.  

证明：
2

2 1
(0, ) . . ( )

2 1 1
s t f 

 
    

 
. 

证明：因为
2

2 1
0 ( ) ln , [0, )

1

x
f x x

x x


    

 
，而 

  
2 2

0

2 1 2 1
lim ln 0, ln 0

1 1x
x

x x

x x x x


 
 

   
， 

所以 lim ( ) 0, (0) 0
x

f x f


  . 记
2

2 1
( ) ( ) ln

1

x
F x f x

x x


 

 
，则 

lim ( ) 0, (0) 0
x

F x F


  ，由广义罗尔定理， (0, ), ( ) 0F     ，即 

2

2 1
( )

2 1 1
f 

 
  

 
. 


