
第十三周习题课 参考解答 定积分的几何应用 

1. 求曲线段 ln (2 6)y x x ≤ ≤ 的一条切线，使此曲线段与该切线及直线 2x  ， 6x  所围

平面图形的面积最小． 

解：曲线 lny x 在点 ( , ln )t t 处的切线方程为 
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t
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曲线 lny x 在 ( , ln )t t 处的切线与直线 2x  ， 6x  及此曲线段所围平面图形的面积为 
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 因为，当 4t  时， ( ) 0S t  ，当 4t  时， ( ) 0S t  ，所以 (4)S 最小． 

故所求切线方程为 
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（1）求 L的长度； 

（2）求 L与 x轴围成的平面图形的面积． 

解：（1）由 1 cosx t   ， siny t  得 
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所以曲线 L的长度为 
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（2）曲线 L与 x轴的交点是 (0,0) 和 (2π,0)且 1 cos 0y t  ≥ ，所以 L与 x 轴围成的平面图

形的面积为 
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3．设曲线 )(xfy  由 
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确定, 求该曲线当
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t 时的法线方程。 
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 故法线方程为  

4. 设 2 2{( , ) 2 , }D x y x y x y x  ≤ ≥ ，求 D 绕直线 2x  旋转而成的旋转体体积V ． 

解法 1：记 2

1 1 1x y   ，
2x y ． 

由
2 2 2 ,x y x

y x
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因为体积微元 2 2 2 2 2

1 2d [π(2 ) π(2 ) ]d π[(1 1 ) (2 ) ]dV x x y y y y         ， 

所以
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解法 2：记 
1y x ， 2

2 2y x x  ．因为体积微元是 
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所以 
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5．过点 (1, 0)作曲线 2y x  的切线，该切线与上述曲线及 x 轴围成一平面图形 A． 

（1）求 A的面积； 

（2）求 A绕 x轴旋转所成旋转体体积； 

（3）求 A绕 y 轴旋转所成旋转体体积． 
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解：（1）设切点坐标为
0 0( , )x y ，则在此点的切线斜率为 
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在此点的切线方程为 
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把点 (1,0)代入上式，得
0 3x  ，

0 1y  ．所以切线方程为
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所求面积为 
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（2） A绕 x轴旋转所成旋转体体积为 
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（3） A绕 y 轴旋转所成旋转体体积为 
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6．设 D 是由圆弧 21y x  与 21 2y x x   围成的平面区域，求D 绕 x 轴旋转一周所得

旋转体的体积和表面积． 

解：设 D 绕 x轴旋转一周所得旋转体的体积为V ，表面积为 S ，则 
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7. 求曲线 x y a x y4 4 2 2 2  ( )所围平面图形的面积. 



解：将  sin,cos ryrx   代入 x y a x y4 4 2 2 2  ( ) 中，得到  
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8.设有曲线 1 xy , 过原点作其切线, 求此曲线,切线及 x 轴围成的平面区域绕 x 轴

旋转一周所得到的旋转体表面积. 

解: 可以求得切线为 xy
2

1
 , 切点为  1,2 . 旋转体表面积由两部分组成: 

由曲线绕 x 轴旋转一周所得到的旋转体表面积为 

 


 













 dxxdxyyS , 

由切线绕 x 轴旋转一周所得到的旋转体表面积为  







 




 dxxA , 

故由曲线,切线及 x 轴围成的平面区域绕 x 轴旋转一周所得到的旋转体表面积是 
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9.设函数 )(xf 在 ]1,0[ 上连续，在 )1,0( 内函数值大于零，并满足
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（ a 为常数），又曲线 )(xfy  与直线 0,1,0  yxx 所围的图形 S 的面积为 2. 

⑴求函数 )(xf ；⑵a 为何值时，图形 S 绕 x 轴旋转一周所得旋转体的体积最小。 

解  ⑴由已知条件可得 
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对上式求不定积分，由 )(xf 在 0x 的连续性得 
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又由已知条件有 
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故 aC  4 ，所以 
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上式两边对a 求导，并令一阶导数为零，求其驻点。由 0)
3

1

15

1
()(  aaV ，解得 5a

是惟一驻点，又 0
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V ，所以 5a 为体积V 的惟一极小值点，故为最小值点，

因此 5a 时旋转体体积最小。 

 

10. 证明：在极坐标系下，由0 0         , ( )r r 所表示的区域绕极轴旋转一

周所生成的旋转体的体积为 
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，其中 ( ) [ , ]r C   ；并求心脏线

)cos1(  ar 绕极轴旋转一周所得旋转体的体积。 

解：首先，由 ar  , 所表示的扇形区域绕极轴旋转一周所成的旋转

体的体积为 
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由微分中值定理, )(sincoscos   ，其中 ( , )   . 任取 ],[   ,则 

小扇形绕极轴旋转生成旋转体的体积，即体积微元
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故由此公式可求得心脏线 )cos1(  ar 绕极轴旋转一周所得旋转体的体积 
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       . 解答完毕。 


