
第 6 周习题课  连续函数 

 

1. 研究下列函数在定义域内的连续性，若有间断点，指出间断点及其类别． 

（1）
π

tan( )
4( ) (1 )

x

x

f x x


  ， (0,2π)x ； （2）
2

( 1)
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| | ( 1)

x x
f x

x x





；  

（3） ( ) [| cos |]f x x ； （4）
[ ]ln(1 )

( )
1 sin

x x
f x
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（5）
(

1
lim ) , 1,
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t
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t x

x
x

f x t
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注  （3）（4）中的[ ]x 是取整函数． 

解：（1）对初等函数，找间断点就是找没定义的孤立点． 

在 (0,2π) 内，
π

tan( )
4

x  没定义的点为
3π 7π

,
4 4

，
π

tan( )
4

x  等于零的点为
π 5π

,
4 4

，所以函数

π
tan( )

4( ) (1 )

x

x

f x x


  在 (0,2π)内的间断点有 4个．其中，
3π 7π

,
4 4

x x  是第一类间断点（可

去型），
π 5π

,
4 4

x x  为第二类间断点．说明如下： 

因为
π

tan( )
04

3π

4

3π
lim (1 ) (1 ) 1

4

x

x

x

x




    ，所以
3π

4
x  是函数

π
tan( )

4( ) (1 )

x

x

f x x


  的可去间断

点．
7π

4
x  是第一类间断点的理由类似． 

因为
π

tan( )
4

π

4

lim (1 )

x

x

x

x






  ，所以
π

4
x  是函数

π
tan( )

4( ) (1 )

x

x

f x x


  的第二类间断点．
5π

4
x  是

第二类间断点的理由类似． 

（2）函数
2

( 1)
( )

| | ( 1)

x x
f x

x x





的间断点为 0, 1x x   ． 

因为
0

lim ( ) 1
x

f x


 ，
0

lim ( ) 1
x

f x


  ，所以 0x  是 ( )f x 的第一类间断点（跳跃间断点）． 

因为
1

1
lim ( )

2x
f x


 ，

1

1
lim ( )

2x
f x


 ，所以 1x  是 ( )f x 的第一类间断点（可去间断点）． 

因为
1

lim ( )
x

f x


 ，
1

lim ( )
x

f x


 ，所以 1x   是 ( )f x 的第二类间断点． 

（3） ( ) [| cos |]f x x  

当 πx k 时， | cos | 1x  ， ( ) [| cos |] 1f x x  ； 



当 πx k 时， | cos | 1x  ， ( ) [| cos |] 0f x x  ． 

因此 πx k 是间断点． 

因为
π π

lim[| cos |] lim 0 0 1 ( π)
x k x k

x f k
 

    ，所以 πx k 均为第一类间断点（可去间断点）． 

（4）
[ ]ln(1 )

( )
1 sin

x x
f x

x





的定义域是

π
{ 0, 2 π , }

2
x x x k k   Z≥ ，

0

π
2 π

2
x k  是 ( )f x 的间

断点． 

由于
π π

2 π 2 π
2 2

[ ]ln(1 )
lim ( ) lim

1 sinx k x k

x x
f x

x   


  


，所以

0

π
2 π

2
x k  是 ( )f x 的第二类间断点． 

当 2 ,x n n  Z 时，
2 2

2
2

2

ln(1 ) ln(1 )
lim ( ) lim ( )

1 sin 1 sinx n x n

n x n n
f x f n

x n   

 
  

 
， 

2 2

2
2

2

( 1) ln(1 ) ( 1) ln(1 )
lim ( ) lim ( )

1 sin 1 sinx n x n

n x n n
f x f n

x n   

   
  

 
， 

所以 2 ,x n n  Z 为 ( )f x 的第一类间断点（跳跃间断点）． 

（5）当 1x  时，
1 1

1
1

lim( ) lim (1 ) e
1 1

x t t
t t xt x t

x t x t x

t x t x

x x t

t t




  
  

 

  
   

  
， 

所以
1

0, 1,
( )

e , 1.
x

x

x
f x

x




 
 

 

由于 
1

lim ( )
x

f x


 ，
1

lim ( ) 0
x

f x


 ，所以函数 ( )f x 在 1x  处间断，且 1x  是 ( )f x 的第二类

间断点． 

 

2. 试举出定义在 ( , )  上的函数 ( )f x ．要求： ( )f x 仅在0,1, 2三点处连续，其余的点都

是 ( )f x 的第二类间断点． 

解：（答案不唯一）令 ( ) ( 1)( 2) ( )f x x x x D x   ，其中
1, ,

( )
0, .

x
D x

x


 


  

在点 0x  附近，易见 ( 1)( 2) ( )x x D x  有界，故有 

0
lim ( ) 0 (0)
x

f x f


  ， 

即 ( )f x 在 0x  点连续．类似可证 ( )f x 在 1x  和 2x  点连续． 

另一方面，
0 \ {0,1,2}x  ，取有理点列{ }nx 使得

0 ( )nx x n  ，有 

0 0 0lim ( ) ( 1)( 2)n
n

f x x x x


    ( 0) ； 



取无理点列{ }nx ，
0 ( )nx x n   ，有 

lim ( ) 0n
n

f x


  ． 

所以 ( )f x 在点
0x 不存在右极限，故

0x 为 ( )f x 的第二类间断点． 

注：函数
( 1)( 2), ,

( )
( 1)( 2),

x x x x
f x

x x x x

  
 

   

Q

Q
 也满足要求。 

 

3. 利用零点存在定理证明下列各题： 

（1）设 ),( Cf 且 xxff ))(( ，证明：存在 ),(  使得  )(f . 

（2）设 )(xf 是以 2 为周期的连续函数，则在任何一个周期内，存在   ，使得

)()(  ff  。 

（3）设 [ , ]f C a b ，且 ([ , ]) [ , ]f a b a b .  证明： [ , ]a b  使得 ( )f   . 

证明：（1） 记 xxfxF  )()( ，则 )(xF 为 ( , )  上的连续函数，且 

)()())(())(( xfxxfxffxfF   

0))(()(  xfFxF  

在以 , ( )x f x 为端点的闭区间上，应用连续函数的零点存在定理，可得存在 ),(  ，

使得 0)( F ，即  )(f . 

 

（2） 令 )()()( xfxfxF   ，则 )(xF 为连续函数，且 )()()( afafaF   ， 

)()()()2()(   afafafafaF , 

故 0)()(  aFaF . 若 ( ) ( )F a F a   ，取 a ；现在设 ( ) ( )F a F a   ， 

由闭区间上连续函数的零点存在定理可得，存在 ( , )a a    使得 0)( F ，即

)()(  ff  。 

 

（3）记 ( ) ( )F x f x x  ，则 [ , ]F C a b . 

若 ( ) ( ) 0F a F b  ，则 ( ) 0F a  或 ( ) 0F b  ，取 a  或b , 则有 ( )f   ； 



若 ( ) ( ) 0F a F b  ，因为 ([ , ]) [ , ]f a b a b ，则 ( ) 0, ( ) 0F a F b  ，所以由闭区间上连续函数的

零点存在定理， ( , )a b  使得 ( ) 0,F   即 ( )f   . 故 [ , ]a b  使得 ( )f   . 证毕。 

 

4. 设 [ , ]f C a b ，且存在 (0,1)q ，使得 [ , ]x a b  ， [ , ]y a b  ，满足 | ( ) | | ( ) |f y q f x .

证明： [ , ]a b  使得 ( ) 0f   . 

证明：因为 [ , ]f C a b ，所以 | | [ , ]f C a b . 因此 | ( ) |f x 在[ , ]a b 上能够取到最小值，故存

在 [ , ]a b  使得 | ( ) | min{| ( ) | | [ , ]}f f x x a b    . 若 ( ) 0f   ，由已知条件知，

0 [ , ]y a b  ，满足 0| ( ) | | ( ) | | ( ) |f y q f f   ，这与
[ , ]

| ( ) | min | ( ) |
x a b

f f x


 矛盾。所以

( ) 0f   . 证毕。 

 

5. 设{ ( )}nf x 是 [ , ]a b 上的连续函数列，且存在 0M  使得 n   及 [ , ],x a b   有 

| ( ) |nf x M ，问 ( ) inf { ( )}n
n

F x f x


 是否是连续函数？ 

解：不一定。例如，令 ( ) , [0,1]
1

n

n n

x
f x x

x
 


，则对 [ , ]x    及任意的正整数n  ，有

1
| ( ) | | | ,

1 2

n

n n

x
f x

x
 


且

0, [0,1)

( ) inf { ( )} 1
, 1

2

n
n

x

F x f x
x




  




，显然 1x  是 ( )F x 的第一类间断点。

解答完毕。 

 

6. 设常数
1 2, , , na a a 满足

1 2 0na a a    ，计算 

 1 2lim sin 1 sin 2 sinn
x

a x a x a x n


      . 

解：因为
1 2 0na a a    ，所以 

1 2

1 2

1 2

sin 1 sin 2 sin

(sin 1 sin ) (sin 2 sin ) (sin sin )

1 1 2 2
2 sin cos sin cos

2 2 2 2

sin cos
2 2

n

n

n

a x a x a x n

a x x a x x a x n x

x x x x x x x x
a a

x n x x n x
a

     

         

        
 



   
  



 



而 lim sin lim sin 0, | cos | 1, 1,2, ,
2 22( )x x

x k x k x k x
k n

x k x 

   
   

 
，所以 

 1 2lim sin 1 sin 2 sin 0n
x

a x a x a x n


       . 解答完毕。 

 

7. 设 [ , ]f C a b ， ([ , ]) [ , ]f a b a b ，且对 , [ , ], | ( ) ( ) | | |x y a b f x f y x y     . 任取
1 [ , ]x a b ，

记
1

1
[ ( )], 1,2,

2
n n nx x f x n    。证明：数列{ }nx 有极限

0x ，且
0 0( )f x x . 

证明：因为 ([ , ]) [ , ]f a b a b ，所以
1

1
[ ( )] [ , ], 1,2,

2
n n nx x f x a b n     。下面证明数列{ }nx

单调。 

（I）若 1 1( )x f x ，则
2 1 1 1

1
[ ( ) ] 0

2
x x f x x    。由数学归纳法证明此时数列{ }nx 单调减： 

设 1k kx x  ，由条件 | ( ) ( ) | | |, , [ , ]f x f y x y x y a b     可得 

    
2 1 1 1

1 1
( ) [ ( ) ( )]

2 2
k k k k k kx x x x f x f x         

1 1

1 1
( ) | | 0

2 2
k k k kx x x x      . 

（II）若 1 1( )x f x ，类似可证数列{ }nx 单调增加。 

由单调有界定理知，数列{ }nx 收敛，记 0lim n
n

x x


 ，则在等式
1

1
[ ( )]

2
n n nx x f x   两边取极限，

可得 0 0( )f x x . 证毕。 

 

8. （1）求常数 ,a b，使得
2

21

ln(2 ) 1
lim

2x

x

x ax b


 

 
； 

（2）已知 3 2lim (( ) )c

x
x x x


  存在，求常数 c 及极限值。 

（3）定义函数

1

sin
, 0,

2

( ) , 0,

(1 ) , 0x

x
x

x

f x a x

bx x





 

  


试确定常数 ,a b 使得函数 )(xf 在点 x  处

连续。 

解：（1）因为 
2 2 2

2 2 21 1 1

ln(2 ) ln(1 (1 )) 1 1
lim lim lim

2x x x

x x x

x ax b x ax b x ax b  

   
   

     
， 



所以当 1x  时，分母 2 0x ax b   ，即1 0a b   。此时 2 ( 1)( 1)x ax b x x a      ，故

2

21 1

1 1 2 1
lim lim

1 2 2x x

x x

x ax b x a a 

  
    

    
，所以 2a  。 

（2） 3 2 3 1
( ) (1 )c c cx x x x x

x
     。要使得 3 2lim (( ) )c

x
x x x


  存在，则3 1,c  即

1

3
c  。此时

1 1

3 2 3 3
1 1 1 1

lim (( ) ) lim (1 ) lim (1 ) 1 lim
3 3

c

x x x x
x x x x x x x

x x x   

     
               

    
.  

（3） 函数 )(xf 在点 x  处连续，当且仅当 lim ( ) ( ) lim ( )
x x

f x f f x
  

   。简单计算得

0 0

sin 1
lim ( ) lim

2 2x x

x
f x

x  
  ；  

1/

0 0
lim ( ) lim 1

x b

x x
f x bx e

  
   。于是函数 )(xf 在点 x  处

连续，当且仅当
1

2

ba e  ，当且仅当
1

2
a  ， ln 2b   。解答完毕。 

 

9. 设定义在 上的函数 ( )f x 满足： ( ) ( ) ( ), ,f x y f x f y x y     。求证： 

（1）存在实数 a ，使得 x  ， ( )f x ax ； 

（2）若 ( )f x 在 0x  点连续，则存在实数 a ，使得 x  ， ( )f x ax . 

证明：（1）令 0x y  ，则 (0) 2 (0)f f 蕴涵 (0) 0f  。令 y x  ，则 

0 (0) ( ) ( )f f x f x    ，所以 ( ) ( )f x f x   ，即 f 是奇函数。对正整数 ,p q，反复运

用可加性条件，我们有
1 1

( ) (1), ( ) (1)f p pf f f
q q

  。从而 ( ) (1)
p p

f f
q q

 对所有的正整数

,p q 成立。结合 f 是奇函数，上式对一切整数 ,p q 成立 ( 0)q  ，从而
p

r
q

   ，有

( ) (1)f r rf ，其中 ( )a f   。 

（2） 0x  ，因为 0 0( ) ( ) ( )f x f x x f x   且 ( )f x 在0 点连续，所以
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


 ，

故 ( )f x 在 上连续。对 x  ，存在点列{ }nr  使得 ( )nr x n  ，则 ( )f x 的连

续性表明 ( ) lim ( ) (1) lim (1)n n
n n

f x f r f r f x
 

   。证毕。 

 

10. 设 ( )f x 在 ( , )a b 内至多只有第一类间断点，且满足如下凸性条件： 



),(,,
2

)()(

2
bayx

yfxfyx
f 










 
                 （*） 

证明：函数 )(xf 在 ),( ba 上处处连续。 

证明：对 ),(0 bax  ，下证 )(xf 在 0x 处连续。由假设知， )(xf 在 0x 处的左、右极限均存

在。记 Axf
xx






)(lim
0

， Bxf
xx






)(lim
0

。只需证 )( 0xfBA  。 

在（*）式中，取 0xy  ，则
2

)()(

2

00 xfxfxx
f










 
。关于 x 取右极限得 

2

)()(
lim

2
lim 00

00

xfxfxx
f

xxxx










 



。 

由此得 2/)]([ 0xfBB  。此即 )( 0xfB  。同理可证 )( 0xfA  。 

另外，在（*）式中，取
0 0,x x h y x h    ，则 

0 0 0 0
0

( ) ( )
( )= ,

2 2

x h x h f x h f x h
f x f

      
 

 
 

故 ,
22

)()(
lim)( 00

0
0

BAhxfhxf
xf

h








 从而 )( 0xfBA  。证毕。 

  

11. 设函数 )(xf 在 ),0[  上连续且非负。 若 lim ( ( ))
x

f f x


 ，证明 lim ( )
x

f x


  . 

证明(反证法)：假设 


)(lim xf
x

不成立，则存在一个序列 nx 和正数 01 M ，

使得 1)(0 Mxf n  。 一方面，函数 )(xf 在闭区间 ],0[ 1M 上连续，从而有界，即存在正

数 02 M ，使得
2)(0 Mxf  ， ],0[ 1Mx 。 于是 2))((0 Mxff n  ， 1n 。另

一方面，由假设 lim ( ( ))
x

f f x


 ，有 


))((lim n
x

xff ，矛盾。故结论成立。证毕。 

 

12. 设 1 1 0( ) cos cos( 1) cosn nf x a nx a n x a x a      ，其中系数满足 

      |||||||| 0121 aaaaa nnn    . 

证明：函数 )(xf 在区间[0,2 ] 内至少有 n2 个根。 

证明：已知 0|)||||(|)0( 021011   aaaaaaaaf nnnnn  ， 



          011 cos
)1(

coscos)( a
n

a
n

n
aa

n
f nn 


 





  

0|)||||(| 021   aaaa nnn  ， 

         011

2
cos

)1(2
cos2cos)

2
( a

n
a

n

n
aa

n
f nn 


 





  

               0|)||||(| 021   aaaa nnn  ， 

              … 

         0)
)12(

( 


n

n
f


， 

0)2( f 。 

由闭区间上连续函数的零点存在定理可知，在这 n2 个闭区间 [0, ]
n


，

2
[ , ]
n n

 
，…，

(2 1)
[ , 2 ]

n

n





的每一个之内， 函数 )(xf 至少有一个零点。因此 )(xf 在[0,2 ] 内至少有

n2 个根。证毕。 

 

13. 通过函数图像可知，方程 xx tan 在区间 ( , )
2

n n


   上有唯一个解 na ，即

nn aa tan ， ,2 ,1 ,0n 。证明 1lim( )n n
n

a a 


  。 

证明：由 ( , )
2

na n n


   知 na （ n ）。记
2

n nA n a


   。则 (0, )
2

nA




且 tan tan( ) 1/ tan 1/ 0
2

n n n nA a a a


     ， n 。故 0)/1arctan(  nn aA ，

n 。于是 1 1n n n na a A A       ， n 。证毕。 

 

14. 设 )(xf 在区间 I 上有定义。一个点 0x I 称作函数 )(xf 的极大值（或极小值）点，如

果存在正数 0 ，使得对 0 0( , )x I x x      , 0( ) ( )f x f x  (或 0( ) ( )f x f x )。

极大点和极小点都称作极值点。证明命题：设函数 ( )f x 在有界闭区间 [ ,  ]I a b 上连

续。若 ( )f x 在开区间 ( ,  )a b 上无极值点，则 ( )f x 在 I 上严格单调。 



证明：由于闭区间上的连续函数能够取到最值，因此函数 )(xf 在 I 上可取得最大值M 和最

小值m . 显然最大值点和最小值点都是极值点。 根据假设， )(xf 在开区间 ) ,( ba 上无极值

点。因此 )(xf 在 I 上的最大值点和最小值点只能是区间端点 a 和b 。若 )()( bfaf  ，此时

必有 mM  ，即 )(xf 是常数函数。于是开区间 ) ,( ba 上的每个点都是 )(xf 的极值点，与

假设相矛盾。故 )()( bfaf  。不妨设 )()( bfaf  。 此时有 )(afm  ， )(bfM  。 

下证 )(xf 在 I 上严格单调上升。采用反证法。假设 )(xf 在 I 上不是严格单调上升。则存在

两点
1 2, [ ,  ]x x a b 满足 1 2x x ，使得 )()( 21 xfxf  。在 ],[ 21 xx 上，类似于前面的讨论可

知
1 2( ) ( )f x f x ，故 )()( 21 xfxf  .  

现在考虑 )(xf 在闭区间 ] ,[ 1 bx 上的最小值。由于 )()()( 21 xfxfbfM  ，故 bx 2
。

因此 ),( 12 bxx  。由此可断言， )(xf 在闭区间 ] ,[ 1 bx 上的最小值必在开区间 ),( 1 bx 内的某

个点处取得。而这个点同时也是 )(xf 在 ),() ,( 1 bxba  上的极值点。矛盾。证毕。 

 

15. 设 ( ) [ , )f x C a  且有界，若 ( )f a
[ , )

sup { ( )}
x a

f x
 

 ，则当 满足 

[ , )

( ) sup { ( )}
x a

f a f x
 

  时，都存在 [ , )a   ，使得 ( )f  ． 

证明：当 满足
[ , )

( ) sup { ( )}
x a

f a f x
 

  时，取   
[ , )

1
sup

2 x a

f x 
 

 
  

 
，则  ,b a   ，使

得    
[ , ) [ , )

1
( ) sup ( ) sup ( ) ( )

2x a x a

f b f x f x f a  
   

 
      

 
． 

由于 ( ) [ , ]f x C a b ，根据闭区间上连续函数的介值定理知， ( , ) ( , )a b a    ，使得

( )f   ． 

 

 

下列题目根据个人情况选做。 

16. 设 [ , ]f C a b ，
[ , ] [ , ]

( ) inf { ( )}, ( ) sup { ( )}
t a x t a x

m x f t M x f t
 

  ，求证 ( ), ( ) [ , ]m x M x C a b . 

证明：首先证明 ( ) [ , ]m x C a b . 
0 ( , )x a b  ，下证

0

0lim ( ) ( )
x x

m x m x


 . 



因为 [ , ]f C a b ，由闭区间上连续函数的最值定理知， 0 0[ , ]x a x  ，使得 00( ) ( )m x f x . 因

为 lim ( ) ( )
x x

f x f x





 ，故
0 0 0 00, 0, ( , ), ( ) ( ) ( )x x x f x f x f x                . 当

0 0( , )x x x   时，记 

( ) ( ), [ , ]m x f x x a x  ，显然
0( ) ( )m x m x . 下面讨论 x的不同情况： 

（I）若
0[ , ]x a x ，则

0( ) ( )m x m x ； 

（II）若
0[ , ]x x x ，则

0 0 0( ) ( ) ( ) ( )m x f x m x m x      . 

所以当
0 0( , )x x x   时，

0 0 0( ) ( ) ( ) ( )m x f x m x m x      ，故
0

0lim ( ) ( )
x x

m x m x


 . 

类似可证
0

0lim ( ) ( )
x x

m x m x


 . 这样 ( )m x 在 x既左连续、又右连续，从而 ( )m x 在 x连续。故

( )m x 在 ( , )a b 内连续。类似可证 ( )m x 在 ,a b 两点分别右连续与左连续。这样 ( ) [ , ]m x C a b .

同理可证 ( ) [ , ]M x C a b . 证毕。 

 

 

课堂练习题参考解答： 

1. 设 ( ) ( , )f x C   . 若对任意的开区间 ( , )a b ，其值域 (( , ))f a b 必是开区间。证明：

( )f x 在 ( ) 上是单调函数。 

证明：（反证）设 ( )f x 在 ( ) 上不是单调函数， 

则存在a b c  使得 ( ) ( ) ( )f a f b f c  . 因为 ( ) ( , )f x C   ，因此 ( ) [ , ]f x C a c ，

这样存在 ( , )x a c  使得 ( ) max{ ( ) | [ , ]}f x f x x a c     . 注意到 ,x a x c   ，因此

( )f x 在 ( , )a c 上的值域 (( , ))f a c 不是开区间，与条件矛盾。故 ( )f x 在 ( ) 上是单调

函数。  


