
第十周习题课解答 不定积分 

1. 设 ( ) arctanxf x dx x C  ，求 , ( )
( )

dx f x dx
f x


  . 

解：由不定积分的概念，等式 ( ) arctanxf x dx x C  表明 ( )xf x
x





，故 

 ( ) ,
( )

dx x x dx x x C
f x

    
    

    

( ) ( ) ln | | ln( ) .
( )

x
f x dx dx dx x x C

x x x x



 

  
      

      

2. (1) 设 '( ) sin cosxf e x x   ，求函数 ( )f x 的表达式。 

解：因为 '( ) sin cosxf e x x   ，因此 ' '[ ( )] ( ) (sin cos )x x x xf e f e e x x e    ，故 

( ) (sin cos ) (sin cos ) (sin cos )x x x xf e x x e dx e x x e x x C


       
  

( sin cos )xe x x C
 

  
 

，从而 ( ) ( sin ln cos ln )f x x x x C


   


.  

(2) 已知 2 2(2 cos ) tan sinf x x x    ，求 ( )f x 的表达式． 

解法 1：（原函数的概念，复合函数的导数，凑微分法） 

因为 2 2(2 cos ) tan sinf x x x    ，所以 

( (2 cos )) (2 cos )( sin )f x f x x      

2 2 2

2

1
(tan sin )( sin ) ( cos )( sin )

cos
x x x x x

x
      ， 

因此  2 3

2

1 1 1
(2 cos ) ( cos )( sin )d cos

cos cos 3
f x x x x x C

x x
        ， 

故 31 1
( ) (2 )

2 3
f x x C

x
   


． 

解法 2： 令 2 cost x  ，根据 2 2(2 cos ) tan sinf x x x    得 

2

2

1
( ) ( 2)

( 2)
f t t

t
   


． 

积分，得 

31 1
( ) (2 )

2 3
f t t C

t
   


， 

故 31 1
( ) (2 )

2 3
f x x C

x
   


． 

 



3. 设

sin , ,

( )
, .

x x

f x
x

x

  


 
  

  判断函数 ( )f x 在 上是否有原函数？若有求出，若没有，

说明理由。 

解：假设函数 ( )f x 在 上存在原函数 ( )F x ，则 '( ) ( )F x f x ，这样
' ( ) ( )F f    ；另

一方面，从
'

sin , ,

( ) ( )
,

x x

F x f x
x

x

  


  
  

  知
cos , ,

( )
, .

x x
F x

x x

 
 

 
   因此

' ( )F   ， 

' ( )F  不存在，与 ( )F x 在 x  可导矛盾，因此 ( )f x 在 上不存在原函数。          

 

4.  计算下列积分. 

(1) x x dxln( ) 1 =

2
2 2 21 1 1 1 1

ln( 1) ( 1) ln( 1)
2 2 1 2 4 2

x
x x dx x x x x C

x
       

  

(2) 
x

x
dx

sin 2 = cot cot cot ln sinx x xdx x x x C       

(3)  xdxx 2tan =   xdxxxxdxxx tan
2

1
tan)1(sec 22

 

                   
21

tan ln cos
2

x x x x C     

(4) 
arcsin x

x
dx

1
 = 




x

dx
xxxxd

1
2arcsin121arcsin2  

                   2 1 arcsin 4 1x x x C       

(5) (arcsin )x dx2 = 


 xdx
x

x
xx arcsin

1
2)(arcsin

2

2
 

                        22 1arcsin2)(arcsin xxdxx  

2 2(arcsin ) 2 1 arcsin 2x x x x x C    
 

(6)   dxxx )1ln( 2
= 


 dx

x

x
xxx

2

2

1
)1ln(  

                        
2 2ln( 1 ) 1x x x x C       

(7) 求 


dx
e

xe
x

x

1
 



解：令 , ln( ),x t
e t x t dx dt

t






    


， 

Ct
t

t
ttdttdx

e

xe
x

x

















 2

1

1
ln)1ln(2)1ln(2

1

22
 

            C
e

e
eex

x

x
xx 






11

11
ln21412  

解法二、  


dxeexexddx
e

xe xxx

x

x

， 

令 , ln( ),x t
e t x t dx dt

t






    


，则 

C
t

t
tdt

t
dt

t

t
dxex 




















 ||ln)( ， 

所以 


dx
e

xe
x

x

1
C

e

e
eex

x

x
xx 






11

11
ln21412 . 

(8) 求   xx

dx

sin22sin
 

解：  


 )cos1(sin2

1

sin22sin xx

dx

xx

dx
 

令 tx cos ，则  





 )1)(1(2

1

)cos1(sin2

1

sin22sin 2 tt

dt

xx

dx

xx

dx
 

                            
( )

dt
t t t

       
    

       
  

                            

ln ln

cos
ln

( cos ) cos

t t C
t

x
C

x x

   
      

   

  
  
   

 

(9) ln ln ln (ln ) .
x x x x

dx d C
x x x x x





      
  

          

(10) 
sin cos (sin )

sin .
sin cos sin

x x d x
dx x C

x x x




  

 
   
    

    

(11) 
( )

( )( ) ( )
x x

dx x x x x dx x x dx x xdx
x x


      

 
     



( ) ( )x x x x C
   

   
   

      
   

.  

(12) ( )
x tx t

dx t dt t tdt t tdt
tx

  
  



 
              

( ) ( ) ( ) ( )t dt t dt t t C
   

   


          
    

( ) ( ) .x x C
 

  


    


 

(13) 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

xx x xe t

x x x x x

x x e d xe dt
dx dx dt dt

x xe xe xe xe xe t t t t

   
    

            

ln | | ln | | .
x

x

t xe
C C

t xe
   

 
 

(14) ( ) .
( )

x x x
x

e dx e d e C
x x

  

  
  

  

  


   

 
    

(15) 

cos sin cos sin ( sin cos ) ( cos sin )

cos sin cos sin cos sin

x x x x x x d x x
dx dx x

x x x x x x

            
  

          

ln | cos sin | .x x x C       

(16) 

x x x x x

x x x x x x

e e e de de
dx dx dx dx

e e e e e e



    

  
    

     
        

sec

arcsin ln( ) arcsin .
cos

xe
x x x xd e e e e C







  

        

(17) 

ln tan ln tan ln tan
tan ln tan ln tan (ln tan ) .

sin tan cos tan

x x x
dx dx d x xd x x C

x x x x





 
    

          

(18) 
cos sin cos sin cos sin

sin cos sin cos
(sin cos sin cos )

x x x x x x
dx dx dx

x x x x
x x x x 

  
 

  
   

 

    

(sin cos ) (sin cos ) sin cos
ln

(sin cos ) sin cos(sin cos )

d x x d x x x x
dx C

x x x xx x




     
    

        
 

  . 

(19) 
sin

.
sin

x
dx

x  
   



解：因为
cos sin (sin cos )

ln(sin cos sin )
sin (sin cos )

x x d x x
dx x x x C

x x x 

 
      

   
  ， 

sin cos (sin cos )
arcsin (sin cos )

sin (sin cos )

x x d x x
dx x x C

x x x 

  
   

   
  ， 

所以 

sin
arcsin (sin cos ) ln(sin cos sin ) .

sin

x
dx x x x x x C

x

  
       
   

  

进而，也有 

sin
arcsin (sin cos ) ln(sin cos sin ) .

sin

x
dx x x x x x C

x

  
       
   

  

(20) ( )
x

x x x x xx e
e dx e dx e dx e dx e d C

x x x x x x 

    
          .  

(21) 求  dx
e

e
x

xarcsin
 

解: 


 

x

xxxx

x

x

e

dx
eeededx

e

e

21
arcsin)(arcsin

arcsin
. 

令 ,sin te x   则 csc ln | csc cot | ln( )x

x

dx
tdt t t C e x C

e




        


  ， 

故
arcsin

arcsin ln( )
x

x x x

x

e
dx e e x e C

e

        . 

 

22. 求  
dx

xx

x
22 )1)(1(

2
 

解:     
22222 )1(11)1)(1(

2














 x

EDx

x

CBx

x

A

xx

x
, 

由待定系数法, 得 ,1,
2

1
,

2

1
 EDBCA  于是 

22222 )1(

1

1

1

2

1

1

1

2

1

)1)(1(

2
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x

x

x
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x
 



 


dx
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x
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2
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x

x

x

x
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C
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x
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1
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23. 求 | |x dx . 

解: 当 时, 1

2

2
)1(|1| Cx

x
dxxdxx    

当 1x 时, 2

2

2
)1(|1| Cx

x
dxxdxx   ，因为 在 1x 连续, 所

以 21 1 CC  , 故 

         

 

(24)  求  
 dx

xx

x

sincos

cos
I .  

解法一、令 tant x ，则
2

1
arctan , ,

1
x t dx dt

t
 


 因此 

2 2

cos 1 1 1 1
( )

cos sin (1 )(1 ) 2 1 1

x t
I dx dt dt

x x t t t t


   

        

21 ln | cos sin |
(ln |1 | ln 1 arctan ) .

2 2

x x x
t t t C C

 
          

解法二、令  
 dx

xx

x
J

sincos

sin
，则 1CxdxJI   . 另一方面 

         2|cossin|ln
sincos

)cos(sin

sincos

sincos
Cxx

xx

xxd
dx

xx

xx
JI 









  . 

由此解得 C
xxx

I 



2

|cossin|ln
， C

xxx
J 




2

|cossin|ln
. 

【上述配对方法可用来计算积分  
dx

xbxa

x

sincos

cos
， 其中 ,a b 为不同时为零的常数。 

(25) ( )d
1

x
f x x

x
 ，其中 2(sin )

sin

x
f x

x
 . 

1x

  dxx |1|















1,
2

1,1
2|1|

2

2

xCx
x

xCx
x

dxx



解：令 2sinu x ，则 arcsinx u ，
arcsin

( )
x

f x
x

 ， 

于是  

( )d
1

x
f x x

x


arcsin
d 2 arcsin d( 1 )

1

x
x x x

x
   


   

2 1 arcsin 2x x x C     ． 

（26） e sin dxx x x  

解：
e (sin cos ) 1

e sin d e (sin cos )d
2 2

x
x xx x

x x x x x x x


     

e (sin cos ) 1
e cos

2 2

x
xx x

x x C


   ． 

(27) 
2 2

4
d

a x
x

x


  

解： 
2 2 sin

2 2 2

4 2 2

1 1
d cot csc d cot d(cot )

x a ta x
x t t t t t

x a a


     

2 2 2
3

2 2 2

1
cot (1 )

3 3

a x a
t C C

a a x x


      ． 

另解：（第二换元积分法，分部积分法） 

2 2

4
d

a x
x

x




sin
4 2 4

2 2 2

1 cot 1
(csc csc )d csc d

x a t t
t t t t t

a a a



     ， 

而由 

4 2 31
csc d (1 cot )d(cot ) (cot cot )

3
t t x x x x C        ， 

得 

2 2
4

4 2 2

cot 1
d csc d

a x t
x t t

x a a


    

2

2 2

cot cot
(2 csc )

3

t t
t C

a a
     

2 2 2

2 2
(1 )

3

a x a
C

a x x


   ． 

注：也可如下求得 4csc dt t ： 4 2 2 2csc d cot csc 2 csc cot dt t t t t t t       



2 4 2cot csc 2 csc d 2 csc dt t t t t t       

2 4(2 csc )cot 2 csc dt t t t     ， 

得 4 21
csc d (2 csc )cot

3
t t t t C    ． 

再解：（凑微分法）  

1
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

4 2 2 2

1
d 1d ( 1) 1 (1 )

3 3

x
ta x a x a

x t a t t a t a t C C
x a a x x



 
           ． 

（28）
3

2 2
d

( 1) ( 1)

x
x

x x x  
 . 

解：令 
3

2 2 2 2( 1) ( 1) 1 ( 1) 1

x A B Cx D

x x x x x x x


  

      
，则 

2 2 2 3( 1)( 1) ( 1) ( )( 1)A x x x B x x Cx D x x          ． 

 令 1x   ，得 1B   ；令 0x  ，得 

1A D  ； 

比较 3x 的系数，得 1A C  ；比较 x 的系数并注意到 1B   ，得 

2 2 1A C D   ． 

 解得 2, 1A C D    ． 

所以 

3

2 2 2

1 1
d 2ln | 1| d

( 1)( 1) 1 1

x x
x x x

x x x x x x


   

       ． 

又因为 

2
2

22 2 2

2 1
d

1 1 d( 1) 1 d 1 3 3
d = ln( 1)

1 2 1 2 1 2 3 2 1
1

3

x

x x x x
x x x

x x x x x x x



  
    

       
  
 

     

21 3 2 1
ln( 1) arctan

2 3 3

x
x x C


     ， 

所以
3

2

2 2

1 1 3 2 1
d 2ln | 1| ln( 1) arctan

( 1)( 1) 1 2 3 3

x x
x x x x C

x x x x


       

    ． 

 

5. 计算  


 dx

xb

ax
I ， bxa  . 



解法一、令 2 x a
t

b x





. 则

2

21

a bt
x

t





且

2 2

2 ( )

(1 )

t b a
dx

t





. 

于是 dt
tt

ab
t

dtt
abdt

t

abt
I  























22222

2

22

2

)1(

1

1

1
)(2

)1(
)(2

)1(

)(2
 

))((2 21 IIab  ， 

这里  


nn
t

dt
I

)1(
:

2
， 0n . 回忆关于积分 nI 的递推关系式： 












 nnn In

t

t

n
I )12(

)1(2

1
21 . 

由此可知 










 122

12

1
I

t

t
I . 于是 

1 2 1 2 2
2( )( ) ( ) ( ) arctan

1 1

t t
I b a I I b a I b a t

t t

   
           

    
. 

由 2 x a
t

b x





得

2

( )( )

1

x a b xt

t b a

 


 
. 于是 

Cxbax
xb

ax
abI 




 ))((arctan)( . 

解法二、由等式 1
x a b x

b a b a

 
 

 
，令

2sin
x a

t
b a





， 

2
0  t . 得 

2( )sin cosdx b a t tdt    且 t
xb

ax
tan




. 于是 

 



dttabdttabdx

xb

ax
)2cos1()(sin2)( 2

 

 ( ) sin cosb a t t t C    . 

将
ab

ax
t




sin ，

ab

xb
t




cos  及 arcsin

x a
t

b a





带入，于是 

( ) arcsin ( )( )
x a x a

dx b a x a b x C
b x b a

 
     

  . 解答完毕。 

 



6. 计算  


 dx

x

x
I

32

32
. 

解法一、做变量代换，令
x

x
t

32

32




 ，解得 

















22

2

1

2
1

3

2

)1(3

)1(2

tt

t
x ，且 

22 )1(3

8

t

t
dx




 。于是 

2

2 12 2 2 2 2

8 8 8
( )

3(1 ) 3 1 (1 ) 3

t dt dt dt
I I I

t t t

  
     

   
   ， 

这里  


nn
t

dt
I

)1(
:

2
， 0n . 由于 












 nnn In

t

t

n
I )12(

)1(2

1
21 . 由此可知 











 122

12

1
I

t

t
I . 于是 

2 1 1 12 2

8 8 1 4
( )

3 3 2(1 ) 2 3 1

t t
I I I I I

t t

   
        

   
. 

2

2
94

4

1
)32)(32(

4

1

32

32
1

32

32

1
xxx

x

x

x

x

t

t














. 

于是 C
x

x
xC

x

xx
I 




























32

32
arctan

3

4
94

3

1

32

32
arctan

4

94

3

4 2
2

. 

解答完毕。 

 

解法二、对分子有理化，得 

 

2

2 2
2

2 3 2 1 (4 9 )

3 644 9 4 9

9

x dx d x
I dx

x x
x

 
  

 


   Cx
x

 294
3

1

2

3
arcsin

3

2
. 

解答完毕。 

 

7. 求不定积分  x

dx
I

nn
sin

 的递推公式（n为自然数）。 

解：利用分部积分。对任意 0n ，我们有 

         


x
dx

x

x

x

xd

x

xdx
I

nnnnn 1111 sin

1
cos

sin

cos

sin

cos

sin

sin
 

           


 dx

x

x
n

x

x
dx

x

x
n

x

x
nnnn 2

2

12

2

1 sin

sin1
)1(

sin

cos

sin

cos
)1(

sin

cos
 

          ))(1(
sin

cos
21 nnn

IIn
x

x
 

. 



整理得 nnn I
n

n

xn

x
I

1sin)1(

cos
12







 ， 0n . 

此外 CxdxI  0 ， C
x

x

x

xd

x

dx
I 







  cos1

cos1
ln

2

1

cos1

cos

sin 21 . 

解答完毕。 

  

8. 计算  dxxI )cos(ln . 

解：分部积分得 

I =   dxxxxdx
x

xxxx )sin(ln)cos(ln
1

)sin(ln)cos(ln . 

对积分  dxx)sin(ln 再次作分部积分得 

 dxx)sin(ln  dxxxx )cos(ln)sin(ln . 

于是得到 IxxxI  )]sin(ln)[cos(ln . 由此得 

cos(ln )x dx
1

[cos(ln ) sin(ln )]
2

x x x C   . 解答完毕。 

 

9. 已知 )(xf 的一个原函数为
xx

x

sin1

sin


，求   dxxfxf )()( 。 

 解 由题意 

)(xf =
2

2

)sin1(

sincos

sin1

sin

xx

xx

xx

x


















， 

于是 

  dxxfxf )()( =

2 2
2

4

1 (cos sin )
( ) ( ) ( )

2 2(1 sin )

x x
f x df x f x C C

x x


   

 . 

10. 设 )(xF 为 )(xf 的一个原函数 , 且当 0x 时有
2)1(2

)()(
x

xe
xfxF

x


  , 已知

( ) , ( )F F x    , 求 )(xf .  

 

解: 因为 )()( xfxF  , 所以 

2)1(
)()(2

x

xe
xFxF

x


 ， 



Ce
x

xe

dx
x

xe

x

xe

x
dxe

dx
x

xe
dxxFxF

x
x

xx
x

x


































1

1

)1(
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1

)1(
)()(2

2

 

故 

C
x

e
xF

x





1

)(2
 

又 ( ) , ( )F F x    , 因此 0C , 且 

x

e
xF

x




1
)(  

故 ( ) ( )

( )

xx e
f x F x

x




 

 

. 


