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函数、数列极限 

1. 设 ( ) ,
x

f x
x




 求 ( ), ( ( ( ))),
( )

f f f f x
f x


且用 ( )f x 表示 ( )f x .  

2. 设 , ( )a b f x  定义在 上，且满足下列条件： 

( ) , ( ) ( ) ( ).
c

f af x bf x
x x


      

  

证明： ( )f x 是奇函数。   

3. 设定义在 上的函数 ( )f x 满足下列条件： 

(i) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , );f x y f x y f x f y x y          

(ii) 存在T  使得 ( ) ,f T     

证明： ( )f x 有周期 T . 

4. 设 lim , limn n
n n

a A b B
 

  ，证明： 1 2 1 1lim n n n

n

a b a b a b
AB

n





  
 . 

5. 设 1 2lim n

n

a a a
A

n

  
 ，{ }na 单调，证明： lim n

n
a A


 . 

6. 假设序列{ }na 满足极限
1

lim
n

k
n

k

a




 存在。证明 

（1） 1 22
lim 0n

n

a a na

n

  
 ; 

（2）
1 2lim ! 0n

n
n

n a a a


 ， 这里假设 0na  ， 1n . 

7. 设 11
(1 )n

nu
n

  （易知数列{ }nu 收敛于 e）．  

（1）研究数列{ }nu 的单调性； 

（2）利用（1）的结果证明
1 1 1

ln(1 )
1n n n
  


对于任意正整数n 都成立． 

（3）证明：数列
1 1 1

1 ln
2 3

na n
n

      收敛.  

8. 设 11  aa ，a为常数， 











n

nn
a

a
aa 1

1
2

1
， ),2,1( n ，证明极限 

n
n

a


lim 存在，并求此极限。 

9. 设数列{ },{ }n na b 满足： 1 1 1 10, 0, ,
2

n n

n n n n

a b
a a b b a a b b 


      ，求证：{ }, { }n na b

极限存在，并且极限值相等。 
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10. 设序列{ }nx 满足 (0,  1)nx  ，且
1

1
(1 )

4
n nx x   ， 1n  。求证

1
lim

2
n

n
x


 . 

11. 假设序列{ }nx 由如下递推关系生成，证明它们收敛，并求它们的极限。 

（1） 1

1
2

n n

n

x x
x 




 ， 2n  ，

1x ，
2x  给定实数； 

（2）
1 1n n nx x x  ， 2n  ，

1x ，
2x 为给定正数。 

12. 求下列极限 

（1）  1sinlim 22 


n
n

      （2）  nn
n




22sinlim   

13. 证明
2

1

1
lim 1 1

4

n

n
k

k

n


 
    

 
 。 

14. 求极限
2

1

lim( !)n

n
n


。判断

1

lim( !)n

n
n


是否存在？ 

15. 证明 n
n

sinlim


不存在。 

16. 设 n
nn qaqaqaab  2

210 ，其中 1q 且数列 ka 有界，试证数列 nb 收敛。 

17. 若数列{ }na 无界，但不趋于无穷，证明:{ }na 存在两个分别趋于无穷和收敛的子列。 

18. 证明：存在收敛子列的单调数列一定收敛。 

 

 

----------------------------------------------------------------- 

以下部分供学有余力的同学参考，不在习题课上讨论。 

1. 与自然对数的底e有关的极限问题。 

题 1：回忆自然对数的底e的定义，

n

n n
e 












1
1lim: 。证明 





n

k
n k

e
0 !

1
lim ，这里约定 

1!0  。 

注：在级数理论里，我们通常用记号


0k

ka （这个记号称作级数）来表示部分和


n

k

ka
0

的极

限（当然假设极限存在），即 




:
0k

ka 




n

k

k
n

a
0

lim 。我们将在后续学习级数理论。本题的意

思是，数e可以用级数来表示，即 





0 !

1

k k
e 。 

题 2：记 



n

k
n

k
e

0 !

1
: 。证明 1)!1(lim 


nn

n
 。 
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注：这道题的意思是，数e和


n

k k0 !

1
的误差大约是

)!1(

1

n
。更具体的误差估计见下题。 

题 3：证明 
nnk

e
n

n

k !

1

!

1

)!1(

1

0







， 1n 。 

注：上述结论告诉我们，用和式


n

k k0 !

1
来逼近数e非常有效，且估计误差很容易。 

题 4：证明自然对数的底e是无理数。 

 

2. 关于上、下极限的一些问题 

以下列出一些关于上下极限的性质。其证明均可在吉米多维奇习题解答书中找到。  

设序列 }{ nx ， }{ ny 均有界，则下列结论成立。 

(i) 若 nn yx  ， 0nn   ，则 nn yx limlim  ， nn yx limlim  。（保序性） 

(ii)    nnnnnnnn yxyxyxyx limlim)(lim)(limlimlim  。 

(iii)   nn xx lim)(lim  ， nn xx lim)(lim  。 

(iv)   若 0, nn yx ，则    )lim)(lim()(lim)(limlimlim nnnnnnnn yxyxyxyx   

(v)    若极限 n
n

x


lim 存在，则 

nnnn yxyx limlim)(lim  ， nnnn yxyx limlim)(lim   

(iv)    若 0 axn ，则

nn xx lim

11
lim  ， 

nn xx lim

11
lim   

(iiv)   若 0nx ，且极限 n
n

x


lim 存在，则 

)lim)((lim)(lim nnnn yxyx  ， )lim)((lim)(lim nnnn yxyx  。 

 

以下四道题均涉及到利用上、下极限讨论数列极限的存在性。  

题 1. 设数列 }{ nx 满足 mnmn xxx  0 ， 1,  mn  。证明极限
n

xn

n 
lim 存在。 

题 2：设数列 }{ na 由递推关系式
n

n
a

a
1

11  ， 1n ， 11 a 确定。讨论数列 }{ na 的收

敛性。 



4 
 

题 3：利用上下极限技术，证明 Stolz 定理（  / 型）：假设 nb 严格，且 1

1

lim n n

n
n n

a a
l

b b











（这里允许 l 和 l ），则 l
b

a

n

n

n



lim 。 

题 4：设两个数列 }{ na ， }{ nb 由关系式 12  nnn aab  相联系。证明，若数列 }{ nb 收敛，

则数列 }{ na 也收敛。 


