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08 不定积分

1.换元积分法
d
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f x f x x
x

    

( ( )) ( )d ( ( )) .f x x x f x C     
 ( )d ( )  f u u f u C  与 比较,得
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 (  )u x

( )df u u ( )f u C  ( ( ))f x C 
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1(( ))ug C 

——第一换元法(凑微分法)

( ( ))d ( )f x x   ( ( ))f x C 

——第二换元法
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2.分部积分法

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x u x v x u x v x   

 ( ) ( )d ( ) ( )d ( ) ( ) du x v x x u x v x x u x v x x     

( ) ( )d ( ) ( ) ( ) ( )du x v x x u x v x u x v x x    

 ( )d ( ) ( ) ( ) ( )d ( ).u x v x u x v x v x u x  也记作

——分部积分法
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有理真分式 可以唯一地分解成最简分式之和:

的一次 重因式 对应 项

          

的二次 重因式 对应 项

      













如果被积函数是分段函数，需要注意得出的原函数的连续性
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2 / 3 1 .原函数要在 和 处连续
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1 .0 / 2, 2.t x   即

2 4x
dx

x




2 2

12 tan 2 sec 1 2 tan 2tdt t dt t t C      原式

2 4 1
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t dx t tdt
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tan 4, arccos(2 / )

2
t x t x  
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14 2arccos(2 / )x x C    原式
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解: 2sec ,0x t t   令
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2 tan ,0
2

,0 , 4sec 4 2 | tan |
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2 . / 2 . 2t x     即

2 4x
dx
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22 tan 2 sec 1 2 tan 2tdt t dt t t C         原式

2 4 1
= | tan |, 2sec tan
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t dx t tdt
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sec
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21
tan 4, arccos(2 / )

2
t x t x   

2

24 2arccos(2 / )x x C    原式









• 例题（含有一次根式的函数）
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• 例题5 （实在不会，就先分部积分，创造条件）
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e dx
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• 例题（分部积分-导出递推式）

ln ( )n x dx
1ln ( ) ln ( ) ln ( )n n nx dx x x n x dx  

( ) : ln ( )n

nf x x dx 
1( ) ln ( ) ( )n

n nf x x x nf x 





6. .虽然万能变换是通法，但是万能变换含有三角的情 ： 不一定简单况
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考点：
（1）利用黎曼和求极限；
（2）变上限定积分-变上限定积分用于不等式证明
（3）定积分计算的三大法宝：N-L公式，换元积分法，分部积分法；
（4）定积分相关不等式证明（较难）



Step1.分割

0 1: .nT a x x x b    

1,i i ix x x    
1
max .i

i n
T x

 
 

1Step2. [ , ].取标志点 i i ix x

Step3. .近似求和
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 ( ) ,
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S f x


 

Step4. .取极限
0
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lim ( ) .
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[ , ] , I,sDef. .t.f a b设 为闭区间 上的 函数 若存在实数有界 对

0
1

lim ( ) I,
n

i i
T

i

f x




 

0 1[ , ] : ,na b T a x x x b    的任何一个分割 对任意

   1
1

, [ , ],1 , max 0,i i i i i
i n

x x i n T x  
 

     只要 就有

[ , ] Riemann , I [ , ] Riemannf a b f a b则称 在 上 可积称 为 在 上的

积分,记为  ( ) I.
b

a
f x dx 

, , ,a b f x分别称为积分上、下限,被积函数和积分变量.

10, 0, , [ , ] ,i i iT x x         当 时 无论 如何取即 都有

1

( ) I ,
n

i i

i

f x 


  







Thm.( ) 微积分基本定理
[ , ], ( ) ( )  ( ),

x

a
f R a b F x f t dt a x b    则

0 0 0 0

New

(1) [ , ];

(2) [ , ] , , ( ) ( );

(3
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) [ , ], [ , ]
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若 在 连续 则 在 可导 且

若 则 是 在 上的一个原函数.若 为

的任一个原函数 则
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在 ，可导 则

P , (0,1), . .roof. s t 由积分第一中值定理

1/ 4
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33 11(1) 4 ( ) ( ).xf e f x dx e f  
31( ) ( ),xg x e f x令 则

( ) (1).g g 

Rolle ( ,1) (0,1), . . ( ) 0,s t g     由 定理, 即

231( ) ( ( ) 3 ( )),xg x e f x x f x  

2( ) 3 ( ).f f   

Note. \结合泰勒公式 中值定理
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分 原式析

Note. \结合泰勒公式 中值定理
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09 定积分——换元、分部积分

1Thm.( )
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定积分的换元法

Thm.( )

( )

 , [

( ) ( ) (

, ],

) ( ( ) .)
b

a

b b

a a
u x v x

u v C a

dx u x v x v x u
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09 定积分相关不等式证明

 , [ , ], ( ) ( ) ,

                 

Prop3. (

    ( )

)

) ( .
b b

a a

f g R a b f x g x

f x dx g x dx

 

 

性 则调 且单

 [ , ] [ , ],

                 

P

    ( ) ( ) .

rop4.( ) 

b b

a a

f R a b f R a b

f x dx f x dx

  

 

估值 且积分



[ , ], ( ) 0, (Th ) 0. ( .. )m 0
b

a
f C a b f x f x dx f x   设 求证:

0 0( ) 0 [ , ], . . (P ) 0ro f .o . f x x a b s t f x  反证.设 在不恒为 ,则

0 ( , ).x a b不妨设 [ , ],f C a b 0, . .s t 则

0 0 0( ) ( ) / 2 0,    [ , ].f x f x x x x      

( ) 0,f x 而 于是
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b

a
f x dx 

0 0

0 0

( ) ( ) ( )
x x b

a x x
f x dx f x dx f x dx
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2

x

x
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   0( ) 0,f x   矛盾.





 [ , ],Thm.( ) [ , ], ,f C a b g R a b g 积分第一中值定 不变号理

, ( ) 1  ( ) ( )( ).
b

a
g x f x dx f b a  特别地 时, 

0. [ , ] ,

  

P

,

roof. g f a b M

m

不妨设 记 在 上的最大值与最小值为

则

[ , ], . .   ( ) ( ) ( )  (( ) *). 
b b

a a
a b s t f x g x dx f g x dx    则

( ) ( ) ( ) ( ) .
b b b

a a a
m g x dx f x g x dx M g x dx   

( ) 0,
b

a
g x dx 若 ( ) ( ) 0,

b

a
f x g x dx 则 [ , ] ( .*, )a b  成立
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b

a
g x dx 若
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[ , ].
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b

a

b

a

f x g x dx
m M
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[ , ], . .a b s t 

( )f  



0

sin
 E 0, 0x.  

1

x t
x dt

t
  

证明：

: sin [2 , (2 1) ] ,[(2 1) , (2 2) ]x k k k k     分析 在 取非负 取非正

 0, 0, , . .2 (2 1)1 .x k k s t k x k        如果

sin
,2 (2 1) , 0

1

x
x k x k

x
     


有

2

0 0

sin sin

1 1

x kt t
dt dt

t t
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0 0 0

sin sin sin sin sin
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1 1 1 1 1

k x x k k
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t t t t t
dt dt dt dt dt

t t t t t

    

    
        

0, , . .(2 1)2 ( 2). 2k k s t k x k       如果

2

0
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: 0, .

1

k t
dt
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如果可以证明 问题即告解决











 [ , ] lim  ( )co 0Ex. s
b

a
f a b f x xdx  在 上连续可导,则

1
  ( ) cos ( ) sin.

b b

a a
f x xdx f x d x 


 证

1 1
( ( )sin( ) ( )sin( )) '( )sin

b

a
f b b f a a f x xdx  

 
   

1 1 1
| '( )sin | | '( )sin | | '( ) |

b b b

a a a
f x xdx f x x dx f x dx 

  
   

1
lim '( )sin 0

b

a
f x xdx 


 

1
( )b a M


 

1
lim ( ( )sin( ) ( )sin( )) 0f b b f a a  


  

| '( ) | , [ , ]f x M x a b  
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无穷限积分

lim ( ) , [ , )

, [ , ) ( ),  

                   (

Def

) lim ( ) .

.
A

aA

A

a aA

f x dx I f a

I f a

f x dx f x dx







 







 

若 则称 在 上的广义积分

收敛 称 为 在 上的广义积分 值 记作

lim ( ) , ( ) .
A

a aA
f x dx f x dx



  若 不存在 则称广义积分 发散

R ( ) lim ( ) .emark.
a a

AA
f x dx f x dx

  



( )瑕积分 无界函数积分

0

[ , ) , (

), (0, ), [ , ],

                              lim ( ) ,

[ , ) , [

De .

, )

,

 

)

f

(

b

a

f a b b x b f

b a f R a b

f x dx I

f a b I f a b





 









    



在 上定义 在 点附近无界 此时称 为 的

一个瑕点 若 且

则称 在 上的瑕积分收敛 称 为 在 上的瑕积分

值 记作

0
( ) lim ( )

b b

a a
f x dx f x dx



 




  .

0
lim ( ) , ( )

b b

a a
f x dx f x dx



 




 若 不存在 则称瑕积分 发散.













10 反常积分的判敛

( ) ( )
a

f x f x dx


 优先考虑不变号函数 的积分

 ( ) lim ( ) , ( ) (. )Hint
t t

t
a a a

f x dx f x dx f x dx t


   记成

( ) lim ( )t
a

f x dx t


 ( ) ,t如果 是单调增加的 那么

lim ( ) +t t a  或是 lim ( ) ( )t t a t    有上界

, ( ) ( ) 0f t f x  连续 是单调增加
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( )  , ( ) ;

( )  , ( ) , (

Def. 

)

a a

a a a

f x dx f x dx

f x dx f x dx f x dx

 

  

 

  

若 收敛 则称 绝对收敛

发散 收敛 则称 条件收敛.

  (Ex  (. ) , )
a a

f x dx f x dx
 

 收敛 则 收敛.

( ) , | ( ) | ( )  
a

f x f x f x dx


如果 变号【不是恒为正或负】考虑 的无穷限积分 收敛

  

2 2

sin | sin |
 Ex. 

a a

x x
dx dx

x x

 

 解收敛 . 收敛



 ( ) ,

( ) ( ), ( , ),

  (1) ( )  ( )  ;

  (2

Thm.( )

) ( ) ( )

 

.

b

a

b b

a a

b b

a a

b f x dx

f x Cg x x b b

g x dx f x dx

f x dx g x dx

   







 

 

设 为瑕积分 的唯一瑕点

则

收敛 绝对收敛

比较判

发散

敛

发散

法

瑕积分是类似的！



 ( )

( )
, , , lim .

( )

  (1) 0, ( ) ( ) ;

  (2) 0, ( ) , ( ) ;

  (3) , ( ) , ( )

Thm.( -

.

) 
b

a

x b

b b

a a

b b

a a

b b

a a

b f x dx

f x
f g C

g x

C f x dx g x dx

C g x dx f x dx

C g x dx f x dx








 



 

 

 

设 为瑕积分 的唯

一瑕点 非负

若 则 与 同敛散

若 且 收敛 则 收敛

若 且 发散 则

比较判敛法 极限形

发散

式

( ) .f x找 的等价无穷大









1 1

1 ln(1 )
0 1 , , .

p p

x
p dx dx

x x

  
   当 时 发散 从而 发散

1 ,p 当 时
ln(1 )

(1, ), lim 0,q

px

x
q p x

x


   

1

1
,

q
dx

x



 收敛

1

ln(1 )
.

p

x
dx

x

 
从而 收敛

0

ln(1 )
, 1 2.

p

x
dx p

x

 
  综上 收敛



PPT版权属于：清华大学数学科学系晏平老师
和罗承扬所有，仿冒必究！


