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08 不定积分

1.换元积分法
d

( ( )) ( ( )) ( )
d

f x f x x
x

    

( ( )) ( )d ( ( )) .f x x x f x C     
 ( )d ( )  f u u f u C  与 比较,得

( ( )) ( )df x x x  
 (  )u x

( )df u u ( )f u C  ( ( ))f x C 

( )df u u
 (  )u x

( ( )) ( )df x x x   ( )g x C 
1(( ))ug C 

——第一换元法(凑微分法)

( ( ))d ( )f x x   ( ( ))f x C 

——第二换元法
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2.分部积分法

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x u x v x u x v x   

 ( ) ( )d ( ) ( )d ( ) ( ) du x v x x u x v x x u x v x x     

( ) ( )d ( ) ( ) ( ) ( )du x v x x u x v x u x v x x    

 ( )d ( ) ( ) ( ) ( )d ( ).u x v x u x v x v x u x  也记作

——分部积分法
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( )
3. ( , )

( )

p x
p q

q x
有理函数 为多项式

1 2

2

1 1 2 2

2 2

2

2 2

( )

( )

(1) ( ) ( )

, , , ;
( ) ( )

(2) ( ) ( )

T

, , , .

h

( ) (

m.

)

k

k

k

k

k

k

k

p x

q x

q x k ax b k

AA A

ax b ax b ax b

q x k px qx r k

B x CB x C B x C

px qx r px qx r px qx r



  

 

 

     

有理真分式 可以唯一地分解成最简分式之和:

的一次 重因式 对应 项

          

的二次 重因式 对应 项

      



d
ln ,

x
x a C

x a
   



1

d 1
,

( ) ( 1)( )k k

x
C

x a k x a 


  

  

2 2 2 2 1

1
d ,

(( ) ) 2( 1)(( ) )k k

x a
x

x a b k x a b 

 
 

    

2 2

1
d

(( ) )
k k

J x
x a b

 
 

1

1
arctan ,

x a
J C

b b


 

 2 2

1 2

1
( )(( ) ) (2 1) .

2

k

k kJ x a x a b k J
kb
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4. (sin ,cos )R x x三角有理式 sin ,cosx x: 有限次四则运算

 tan ,
2

x
t 万能变换 2arctan ,x t

2

2
d d ,

1
x t

t




2 2

2sin cos
2 2sin

sin cos
2 2

x x

x
x x



 2

2 tan
2

tan 1
2

x

x



2

2

1

t

t




2 2

2 2

cos sin
2 2cos

sin cos
2 2

x x

x
x x







2

2

1 tan
2

1 tan
2

x

x







2

2

1
.

1

t

t






2

2 2 2

2 1 d
(sin ,cos )d ( , ) .

1 1 1

t t t
R x x x R

t t t




  



1 sin
d .

1 cos
Ex.

x
I x

x






tan ,
2

x
t 解法 令一: 则 2arctan ,x t

2

2
d d ,

1
x t

t




2

2 2

2

2
1

1 sin 21d d
11 cos 1

1
1

t
x tx t

tx t

t


  

 




 
2

2

(1 ) 2
d

2 1

t
t

t


 



2

2
1 d

1

t
t

t

 
  

 


2ln(1 )t t C    tan 2ln cos .
2 2

x x
C  

2

1 sin
d d

1 cos
2cos

2

x
I x x

x x
 

 解法二:

tan ln(1 cos ) .
2

x
x C   



2 2 2

2 2

,

sin cos
              ,sin ,cos

Remark.

, , ,

1
               , 1 sin (0 1).

ln

x x x
e x x

x x

k x k
x

  

初等函数的原函数不一定是初等函数 如



如果被积函数是分段函数，需要注意得出的原函数的连续性

Ex. .
x

e dx求

, ( )
x

e F x在 上连续因而可积,设 为一个解: 原函数,则

( )
x

F x e 
,    0

,
,   0

x

x

e x

e x

 
 



1

2

,        0
( ) .

,    0

x

x

e C x
F x

e C x

  
 

  

( ) 0 ,F x x 在 处连续 则
1 21 1 ,C C   

,             0
( ) .

2 ,    0

x

x

e C x
F x

e C x

  
 

   

                                                
x

e dx 



如果被积函数是分段函数，需要注意得出的原函数的连续性

| ( 1)(3 2) | .Ex. x x dx 

2

2

2

2
3 5 2,        

3

2
| ( 1)(3 2) | 3 5 2,    < 1.

3

3 5 2,        1

x x x

x x x x x

x x x


  




      

   

3 2

1

3 2

2

3 2

3

5 2
2 ,        

2 3

5 2
| ( 1)(3 2) | 2 ,    < 1.

2 3

5
2 ,        1

2

x x x C x

x x dx x x x C x

x x x C x


   




       



   




2 / 3 1 .原函数要在 和 处连续

1 2 2 3 1 2 3 2

14 14 1 1 28
, , = , 1

27 27 2 2 27
C C C C C C C C           即



0. .常见例子

2 2 1 2 2 1sin , sin , cos , cos ,n n n nxdx xdx xdx xdx 

   



1.敏锐地观察,是否已经可以凑微分

2xxe dx 
sin cosn x xdx 

2 221 1
.

2 2

x xe dx e C    
11

sin sin sin
1

n nxd x x C
n

 


secEx. dx x
1

d
cos

x
x

  2

cos
d

cos

x
x

x
  2

dsin

1 sin

x

x




1 1 1
 dsin

2 1 sin 1 sin
x

x x

 
  

  


1 1
ln(1 sin ) ln(1 sin )

2 2
x x C    

1 1 sin
ln

2 1 sin

x
C

x


 





2 2

2 2

2 2

" 1" sec , 1 tan

" 1" tan

2.

, 1 sec

" 1 " sin , 1 cos

x x t x t

x x t x t

x x t x t

    

    

    

三角代换用于换元法:

2 1 secx t注意: 用 代换,需要引起高度关注！

2" "?ax bx cQ  :



2 2
E

d

1
x.

x

x x


解: tan , ,
2

x t t


 令

2

22 2

d sec d

tan sec1

x t t

t tx x



 

2

cos d

sin

t t

t
  2

d sin

sin

t

t
 

1

sin
C

t
  

t

1

x

21 x

21
.


  

x
C

x

2 1 1
, , 1 tan | sec | | |

2 cos cos
t t t t

t t


     



2

1
E .

2 3
x

x
dx

x x



  


解:

1 2x t 令

2

1
=

4 ( 1)

x
dx

x



 
原式

2

1 1

2 1
1 ( )

2

x
dx

x








2

1 1

21
1 ( )

2

x x
d

x

 







2

2 2

1

t
dt

t







2sin 2
sin 2( cos )

cos

y
d y y y C

y


   

sint y令

21 1
2(arcsin( ) 1 ( ) )

2 2

x x
C

 
   



2

Ex.
4x

dx
x




解: 2sec ,0x t t   令

2

2 tan ,0
2

,0 , 4sec 4 2 | tan |

2 tan ,
2

t t

t t t t

t t









 

      
  


1 .0 / 2, 2.t x   即

2 4x
dx

x




2 2

12 tan 2 sec 1 2 tan 2tdt t dt t t C      原式

2 4 1
= | tan |, 2sec tan

sec

x
t dx t tdt

x t




| tan |
2sec tan 2 | tan | tan

sec

t
t tdt t tdt

t
 

21
tan 4, arccos(2 / )

2
t x t x  

2

14 2arccos(2 / )x x C    原式



2

Ex.
4x

dx
x




解: 2sec ,0x t t   令

2

2 tan ,0
2

,0 , 4sec 4 2 | tan |

2 tan ,
2

t t

t t t t

t t









 

      
  


2 . / 2 . 2t x     即

2 4x
dx

x




2 2

22 tan 2 sec 1 2 tan 2tdt t dt t t C         原式

2 4 1
= | tan |, 2sec tan

sec

x
t dx t tdt

x t




| tan |
2sec tan 2 | tan | tan

sec

t
t tdt t tdt

t
 

21
tan 4, arccos(2 / )

2
t x t x   

2

24 2arccos(2 / )x x C    原式



2

Ex.
4x

dx
x




解:
2 2

2

2 2

4 1 4

2

x x
xdx dx

x x

 
  原式

2 24 = , 4 , 2

2 4

y z z y dy zdz z
dz

z

   




2

41

2

y x y
dy

y

 
 

2

2 2

4 4 1
= 1 4

4 4

z
dz dz dz

z z

 
 

   

2

1
2 / 2 2arctan( / 2)+

( / 2) 1
z dz z z C

z
   



2 24 2arctan( 4 / 2)+x x C   



1.敏锐地观察,是否已经可以凑微分

2

1
d

2 2
Ex.

x
x

x x



 
 2

1
=

3 ( 1)

x
dx

x



 
 2

1 2
=

3 ( 1)

x
dx

x

 

 


2 2

1 1
= 2

3 ( 1) 3 ( 1)

x
dx dx

x x




   
 

2

2

1 ( 1)
=

2 3 ( 1)

d x

x




 


2

2 1

3 1
1 ( )

3

dx
x 




2

1 +1
2

1 3
1 ( )

3

x
d

x 



2

2

1 ( 1)
=

2 3 ( 1)

d x

x




 


2 1
= 3 ( 1) 2arcsin( )

3

x
x C


    



3.一次根式,直接令其整体等于一个新变量:

1
d

1 1
Ex. x

x 


2

2

1 , 1

1
d( 1)

1

x t x t

t
t

   

 


令 ，

原式
2

d
1

t
t

t



2 2 2

d
1

t
t

t

 



2

2 d
1

t
t

 
 2 2ln(1 )t t  

2 1 2ln(1 1 )x x C     

ln
d

1 ln
Ex.

x
x

x x


21 ln , ln 1

1
2 ,

x t x t

dx tdt
x

   



令

2dx t txd

2ln 1
d 2 dt

1 ln

x t
x tx

xtx x





 

3/2 1/22
(ln 1) 2(ln 1)

3
x x C    2 32

2 1dt 2
3

t t t C    



• 例题（含有一次根式的函数）

3 2

1
dt

t t


5
6 6

2 3 2 3

1 6
= ( )=

x
dx t x dx

x x x x
 

  
3 36 6( 1)

=
1

x t
dx dt

x t



 



4. , 1高次根式考虑设法化为 次（通过还原）

5

1

1x x


2

2 1

5 1t




1

5 1

dy

y y





4

5 51

x dx

x x





5

5

1 1 1 1 1 1 1 1 1
ln( )+ ln( )+

5 1 5 1 5 1 5 1 1

t x
C C

t t t x

  
   

    
 

2

2

1 ( 1)

5 ( 1)

d t

t t








5.感到无所适从,不知道怎么办的时候,往往可以通过分部积分打开局面

lnEx. dx x ln d lnx x x x  
1

ln dx x x x
x

   lnx x x C  

arcsinEx. dx x 2
arcsin d

1

x
x x x

x
 




2

2

1 d
arcsin

2 1

x
x x

x
 




21
arcsin 1 .

2
x x x C   



• 例题5 （实在不会，就先分部积分，创造条件）

2(3 2 )arctanx x xdx

3 2arctan ( )=xd x x
3 2

3 2

2
( ) arctan

1

x x
x x x dx

x


 





2 2x. dE x a x
2

2 2

2 2
d

2

x
x

x a

x
x x a




   

2
2 2 2 2

2 2
d d

a
x x a x a x x

x a
    


 

2
2 2 2 2

2 2

1
d d

2 2

x a
x a x x a x

x a
   


 

 
2

2 2 2 2ln .
2 2

x a
x a x x a C     

 
2

2 2 2 2 2 2d ln .
2 2

Ex.
x a

x a x x a x x a C      



• 例题5 （实在不会，就先分部积分，创造条件）

1 sin

1 cos

xx
e dx

x




2 2

2 2

(cos( / 2) sin( / 2)) (cos( / 2) sin( / 2))
= / 2

2cos ( /2) cos ( /2)

x xx x x x
e dx e dx

x x

 
 

2
2

2

(cos( ) sin( ))

cos

tt t
e dt

t


 

2 2 2sec 2 tant tte dt te dt  

2 2(1 tan ) tt e dt 
2 2tan 2 tant te d t te dt  

2 2 2 2tan 2 tan 2 tan tan +t t t tte te d te dt te C    



• 例题（分部积分-设而不求，消元）

22
(1 ) xe dx

x


2

2

2 4 4
(1 ) (1 )x xe dx e dx

x x x
     2

1 1
4 ( )x xe dx e dx

x x
    

2 2

1 1 1 1
( ) x x xe dx e dx e dx

x x x x
     

2

1 1 1x x xde e e dx
x x x

     2

1 1 1
( ) x xe dx e C

x x x
     



• 例题（分部积分-导出递推式）

ln ( )n x dx
1ln ( ) ln ( ) ln ( )n n nx dx x x n x dx  

( ) : ln ( )n

nf x x dx 
1( ) ln ( ) ( )n

n nf x x x nf x 



• 例题（实在不会，就先分部积分，创造条件）

2

2( sin cos )

x
dx

x x x

2

2

2

2

1

( sin cos ) cos sin cos

1 1

cos sin cos sin cos cos

1 1 cos ( sin )

cos sin cos sin cos cos

1 1
sec tan

cos sin cos cos sin cos

x x
dx d

x x x x x x x

x x
d

x x x x x x x x

x x x x
dx

x x x x x x x x

x x
xdx x

x x x x x x x x

 
 

  
 

 
  

 

     
 

 









6. .虽然万能变换是通法，但是万能变换含有三角的情 ： 不一定简单况

2 2 2 2

tan
d

cos n
E .

i
x

s

x
x

a x b x

2 2 2 2

tan d

tan cos

x x

a b x x
 

 2 2 2

tan
d tan

tan

x
x

a b x




2

2 2 2

1 d tan

2 tan

x

a b x



2 2 2

2

1
ln( tan ) .

2
a b x C

b
  



6. .虽然万能变换是通法，但是万能变换含有三角的情 ： 不一定简单况

sin
d

cos sin
Ex.

x
x

x x

sin
d

2 sin( )
4

x
x

x







sin( )
4 d

2 sin

t

t
t




 

/4t x  令

2 2
sin cos

2 2 d
2 sin

t t

t
t



 
1

1 cot
2

tdt 
1 1

ln | sin cos |
2 2

x x x C   



, .7. x xe e t如果被积函数只和 有关 令 是一个不错的选择

arcsin
dEx.

x

x

e
x

e

arcsin
(ln )

t
d t

t
  2

arcsin t dt
t

  2

arcsin 1
arcsin ( 1/ )

1

t
td t dt

t t t
    


 

2

1

1
dt

t t
 




1 1
sin

sin cos sin
d y dy

y y y
  2 2

sin 1
cos

sin 1 cos

y
dy d y

y y
  

 

2

2 2

1 1 cos 1 1 1 1
cos ln( ) ln( )

cos 1 2 cos 1 2 1 1

x

x

y e
d y C C

y y e

  
   

   


2

2

arcsin arcsin 1 1 1
d ln( )

2 1 1

x x x

x x x

e e e
x C

e e e


 
   

 




09 定积分

考点：
（1）利用黎曼和求极限；
（2）变上限定积分-变上限定积分用于不等式证明
（3）定积分计算的三大法宝：N-L公式，换元积分法，分部积分法；
（4）定积分相关不等式证明（较难）



Step1.分割

0 1: .nT a x x x b    

1,i i ix x x    
1
max .i

i n
T x

 
 

1Step2. [ , ].取标志点 i i ix x

Step3. .近似求和
1

 ( ) ,
n

i i

i

S f x


 

Step4. .取极限
0

1

lim ( ) .
n

i i
T

i

f x S




 



[ , ] , I,sDef. .t.f a b设 为闭区间 上的 函数 若存在实数有界 对

0
1

lim ( ) I,
n

i i
T

i

f x




 

0 1[ , ] : ,na b T a x x x b    的任何一个分割 对任意

   1
1

, [ , ],1 , max 0,i i i i i
i n

x x i n T x  
 

     只要 就有

[ , ] Riemann , I [ , ] Riemannf a b f a b则称 在 上 可积称 为 在 上的

积分,记为  ( ) I.
b

a
f x dx 

, , ,a b f x分别称为积分上、下限,被积函数和积分变量.

10, 0, , [ , ] ,i i iT x x         当 时 无论 如何取即 都有

1

( ) I ,
n

i i

i

f x 


  



09 定积分——利用黎曼和求极限

2

1

1
lim ____Ex ____. .

n

n

k n k


 



2

1

1 1 1
...

1

n

k n k n n n 

   
 


1 1 1 1

( ... )
1 1/ 1 2 / 1 /n n n n n

  
  

1
( ) :

1
f x

x




1 1 2
( ( ) ( ) ... ( ))

n
f f f

n n n n
   

1 1 2
lim ( ( ) ( ) ... ( ))n

n
f f f

n n n n
   

2

1

1
lim

n

n

k n k


 


1

0
( )f x dx 

1

0

1
ln 2

1
dx

x
 





09 定积分——利用黎曼和求极限

2
1

lim ______Ex __ .
( + )

.
n

n

k

n

k n






2 2 2
1

...
( ) (1 ) ( )

n

k

n n n

k n n n n

   
  


2 2

2 2

1
( ... )
(1 ) ( )

n n

n n n n
  

 

2 2

1 1 1
( ... )
(1/ 1) ( / 1)n n n n

  
 

1 1
( ( ) ... ( ))

n
f f

n n n
  

2

1
( )

(1 )
f x

x




1 1

20 0

1 1
( )

(1 ) 2
f x dx dx

x
 

 



Thm.( ) 微积分基本定理
[ , ], ( ) ( )  ( ),

x

a
f R a b F x f t dt a x b    则

0 0 0 0

New

(1) [ , ];

(2) [ , ] , , ( ) ( );

(3

ton-Leib

) [ , ], [ , ]

,

  ( ) ( ) ( n) ( ) . z( )i
b b

aa

F C a b

f x a b F x F x f x

f C a b F f a b G f

f t dt G b G a G x



 



 

若 在 连续 则 在 可导 且

若 则 是 在 上的一个原函数.若 为

的任一个原函数 则

   



09 定积分——变上限积分

( )

( )
, , ,Ex. ( ) ( ) , ( ).

u x

v x
f u v G x f t dt G x 连续 可导 求

( ) ( ) , ( ) ( ) .
u

a
F u f t dt F u f u  则解 令：

( ) ( )

( ) ( ) ( )
u x v x

a a
G x f t dt f t dt  

( ( )) ( ( ))F u x F v x 

( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )G x F u x u x F v x v x       

( ( )) ( ) ( ( )) ( ).f u x u x f v x v x    



3

2
Ex. (2019

sin
)

x

x

t
dt

t求 的一阶导数___________

3 2 3 2
2

3 2

sin( ) sin( ) 3sin( ) 2sin( )
3 2

x x x x
x x

x x x


 解：

2

2

E lnx. ( (1 s n )) i
x

x
t dt求 的一阶导数_______未知年份 ____



, ( ) ( ) ( ) , (Ex. ) .
x

a
f F x x t f t dt F x 连续 求

( ) ( ) ( ) , 
x x

a a
F x x f t dt tf t dt  解：

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
x x

a a
F x f t dt xf x xf x f t dt      ( ) ( ).F x f x 

 
2

0

0

2

22
liEx. ( ) m

x

xx

t

t

e dt

e dt





变上限积分,适合于使用洛必达法则 0

2 2

22

2
lim

x

x

x t

x

e e dt

e




0

2

2

2
lim

x

x

t

x

e dt

e



2

2

2
lim

2x

x

x

e

xe
 0.

Note.被积函数中,如果含有被积变量以外的其他变量，必须设法分离出来



[0, ), ( )Ex. , , 0. ((2019) ) / .
ab

a
f C f x dx a a b f x c x    和 无关 求证:

( )
( ) , 0

ab

ab
a

a

d f x dx
f x dx a

da
 


解： 和 无关 ( ) ( ) 0, , 0bf ab f a a b    

1
( ) ( ), , 0f ab f a a b

b
   

(1)
1, ( )

f
a f b

b
   取

(1)c f 



1

0
0

( )
, lim , ( ) ( ) , '( ),

'( ) 0 .

Ex. x

f x
f a x f xt dt x

x

x

 



   连续 定义 计算

并考察 在 处的连续性
1 1

0 0 0

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

x

x f xt dt f xt dxt f y dy
x x

     解：

Note.被积函数中,如果含有被积变量以外的其他变量，必须设法分离出来

0

1
( ) ( )

x

x f y dy
x

  

0

2

( ) ( )
'( )

x

f x x f y dy
x

x



 



0
0 0 2

( ) ( )
lim '( ) lim

x

x x

f x x f y dy
x

x
 


 



0 0
0 0 02 2

( ) ( )( )
= lim lim lim

x x

x x x

f y dy f y dyf x
a

x x x
    

 
0

( )
lim =

2 2

L H

x

f x a
a

x



 

0

( ) (0)
'(0) limx

x

x

 
 




0
0 2

( )( )
lim

x

x

f y dyf x

x x
 



0
0 0 02

( )( ) ( )
lim = lim lim / 2

2

x

x x x

f y dyx f x
a

x x x


    



0 0

( )
, (0) lim ( )= lim 0 0x x

f x
f f f x x a

x
     连续



09 定积分——利用变上限积分完成不等式证明

Note. ,有一些看起来很难的定积分不等式证明可以利用这个方法

( ) ( )
Ex. [ , ] , ( ) ( )

2

b

a

f a f b
f a b f f x dx b a


 在 上二阶导函数连续 上凸,求证:

证明: ( )g x 考察函数
( ) ( )

( ) ( )
2

x

a

f a f x
f t dt x a


 

'( )g x 

: ( ) 0g b 目标

'( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2

f x f a f x
f x x a


  

1
= ( ( ) ( ) '( )( ))

2
f x f a f x x a  

1
= ( '( )( ) '( )( )),

2
f x a f x x a a x     

1
= ( )( '( ) '( )),

2
x a f f x a x    

1
= ( )( ) ''( ) 0,

2
x a x f a x         '( )g x 0 ( ) 0, ( ) 0,g a g x x a    



09 定积分——利用变上限积分完成不等式证明

Note. ,有一些看起来很难的定积分不等式证明可以利用这个方法

( )
Hw. [ , ] , ( ) ( )

2 2

b

a

a b b a
f a b f f x dx f

 
在 上二阶导函数连续 上凸,求证:



09 定积分——利用变上限积分完成不等式证明

1 1
3 2

0 0
[0,1] (0) 0,0 '( ) 1, : ( ) ( ( ) )Ex. f f f x f x dx f x dx    在 上有一阶导数, 求证

3 2

0 0
( ) ( ) ( ( ) )

t t

G t f x dx f x dx  
3

0
'( ) ( ) 2 ( )( ( ) )

t

G t f t f t f x dx  
2

0
( )( ( ) 2 ( ) )

t

f t f t f x dx  

1 1
3 2

0 0
(1) ( ) ( ( ) )G f x dx f x dx   (0) 0G 

'( ) 0 ( ) 0G t f t 希望说明 ， 2

0
( ) 2 ( ) 0

t

f t f x dx  只需证明

2

0
( ) ( ) 2 ( ) , (0) 0, '( ) 0

t

Q t f t f x dx Q Q t    下证

'( ) 2 ( ) '( ) 2 ( ) 2 ( )( '( ) 1)Q t f t f t f t f t f t   

0 '( ) 1, '( ) 1 0, ( ) 0f x f x f x     又

'( ) 0Q t 



09 定积分——利用变上限积分完成不等式证明

Note.变上限积分函数本身是一个有很好性质的函数.

期中之前学过的中值定理和泰勒公式可以用上



1/ 4

0

2

31Ex  [0 1] , (1) 4 ( ) . (0,1), . .

      ( ) 3 ( ).

. xf f e f x dx s t

f f



  

  

 

在 ，可导 则

P , (0,1), . .roof. s t 由积分第一中值定理

1/ 4

0

33 11(1) 4 ( ) ( ).xf e f x dx e f  
31( ) ( ),xg x e f x令 则

( ) (1).g g 

Rolle ( ,1) (0,1), . . ( ) 0,s t g     由 定理, 即

231( ) ( ( ) 3 ( )),xg x e f x x f x  

2( ) 3 ( ).f f   

Note. \结合泰勒公式 中值定理



1/ 4

0

2

31Ex  [0 1] , (1) 4 ( ) . (0,1), . .

      ( ) 3 ( ).

. xf f e f x dx s t

f f



  

  

 

在 ，可导 则

P , (0,1), . .roof. s t 由积分第一中值定理

1/ 4

0

33 11(1) 4 ( ) ( ).xf e f x dx e f  
31( ) ( ),xg x e f x令 则

( ) (1).g g 

Rolle ( ,1) (0,1), . . ( ) 0,s t g     由 定理, 即

231( ) ( ( ) 3 ( )),xg x e f x x f x  

2( ) 3 ( ).f f   

Note. \结合泰勒公式 中值定理



2

2
1

2 2 1
 (A Hard Problem!!) lim (ln 2 )

2(
E

)
x.

n

n

i

n i
n

n i




 



计算

2

2
1

2( ) 1
(l. n 2 )

2( )

n

i

n i
n

n i

 
 


分 原式析

Note. \结合泰勒公式 中值定理

2

2
1 1

1 1 1
(ln 2 )

2 ( )

n n

i i

n
n i n i 

  
 

 

2

2 2
1 1

1 1 1 1
(ln 2 )

1 / 2 (1 / )

n n

i i

n
n i n n i n 

  
 

 
1

2 2 2 20
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
ln 2 =

1 / 2 (1 / ) 1 1 / 2 (1 / )

n n n n

i i i i

dx
n i n n i n x n i n n i n   

   
    

   

2

0

1 1 1
( )= , '( ) , ''( ) ( )

1 1 1

y

g y dx g y g y
x y y

  
  

2
1

1 1 1
( ( ) ( ) '( ) ''( ))

2

n

i

i i i i
g g g g

n n n n n n


   

1

2 20
1 1

/

2 2( 1)/
1

1 1 1 1 1

1 1 / 2 (1 / )

1 1 1 1 1
( )

1 1 / 2 (1 / )

n n

i i

n i n

i n
i

dx
x n i n n i n

dx
x n i n n i n

 




 
  

  
  

 

 



2

2
1

2 2 1
 lim (ln

( )
x 2

2
E . )

n

n

i

n i
n

n i




 



计算

. 分析 原式

Note. \结合泰勒公式 中值定理
2

0

1 1 1
( )= , '( ) , ''( ) ( )

1 1 1

y

g y dx g y g y
x y y

  
  

2

2
1

1 1 1
( ( ) ( ) '( ) ''( ))

2

n

i

i i i i
n g g g g

n n n n n n


  

2 3

1 1 1 1
( )= ( ) '( ) ''( ) '''( )

2 6

i i i i
g g g g g

n n n n n n n



  

2 3

1 1 1 1 1
( ) ( )= '( ) ''( ) '''( ) [ , ]

2 6
i

i i i i i i
g g g g g

n n n n n n n n n
 

 
    ,

2 2

2 3
1 1

1

0
1

1 1 1 1
( ( ) ( ) '( ) ''( ))= '''( )

2 6

1 1 1 ''(1) ''(0) 1
= '''( ) '''( )

6 6 6 8

n n

i

i i

n

i

i

i i i i
n g g g g n g

n n n n n n n

g g
g g x dx

n





 




   


  

 

 



09 定积分——利用变上限积分完成不等式证明

Note. \结合泰勒公式 中值定理

1 1

1
1 1

ln ln( 1) ln ln( 1) 1
Ex. ln

2 2 8

n nn

k k

k k k k
xdx

 

 

   
   

1 1
( ) ( )72 2

8 ! ,

n n

n n

n n
e n e n

e e

 

   即

1
( )

2

7/82.50

!~

66, 2.3988, 2.71

2

832

n

n

n
n

e

e e







  

注: ，



09 定积分——N-L公式计算定积分

3 2

0 0
sin sin = sin (1 sin )x xdx x x dx

 

  

3

0
E sin sin =_______x. __x xdx





2

0
= sin cosx xdx



 0
|c= si osxn |x dx





2

0
2

= sin sincosx co )( sxx dx x dx




   2

0
2

= sin sincosx cosx)(x dx x dx




 

2

0
2

= sin sin sin sinxd x xd x




 
3/2 3/22

0

2

2 2
= sin | sin | 4 / 3

3 3
x x




 

. 通过找原函数求定积分,但是要注意符号



09 定积分——换元、分部积分

1Thm.( )

( ) ( (

 [ , ], , ([ , ) ,

( ) )) (, ( ) ,

]

) .
b

a

f C a b a

f x dx f t t dt

C

b a t b




 

 





 

 

 

  



  则

定积分的换元法

Thm.( )

( )

 , [

( ) ( ) (

, ],

) ( ( ) .)
b

a

b b

a a
u x v x

u v C a

dx u x v x v x u

b

x dx  



 

定 则

   

积分的

  

分

 

部积 法

 

分



(1) [ , ], ( )E ( ) ;x.  
b b

a a
f C a b f x dx f a b x dx    则

2
/3

/6

cos 1
(2) ln 2.

( 2 )

x
I dx

x x



  
 



(1) (Proof.  )
b

a
f a b x dx 

  t a b x  
( )

a

b
f t dt ( )

b

a
f t dt  ( ) .

b

a
f x dx 

2
/3

/6

sin
(2) (1),

( 2 )

x
I dx

x x



 


利用
/3

/6

1 1

2 ( 2 )
dx

x x



 




/3

/6

1 1 1
 

2 2
dx

x x



 

 
  

 


/3

/6

1 2 1
ln ln 2.

2 2

x

x



  
 





2 1
2

1 0
Ex. ( ) exp( ) , ( )

x

f x t dt I xf x dx   计算

 .解
21 1

2

0 0 1
( ) ( exp( ) ))

x

xf x dx x t dt dx   
21

2 2

0 1

1
( exp( ) ))

2

x

t dt dx  
2 1

2 2 1 2 4

0
1 0

1 1
( exp( ) ) | 2 exp( )

2 2

x

x t dt x x x dx     
1

3 4

0
exp( )x x dx  

1
4 4

0

1
exp( )

4
x dx  

1 1
( 1)

4 e
 



/ 2 / 2

0 0
 Ex. sin cos , .n n

n nI xdx xdx I
 

 证明 并求

Proof. ,
2

t x


 令 则

/ 2 0

0 / 2
sin sin ( )

2

n nxdx t dt





   

/ 2

0
cos .n tdt



 
/ 2

1

0
sin cosn

nI xd x


 
/ 2

1 2 2

0 0

/ 2
sin cos ( 1) cos sinn nx x n x xdx


     

/ 2
2 2

0
( 1) (1 sin )sinnn x xdx


  

2( 1) ( 1) .n nn I n I   



2

1
.n n

n
I I

n





/ 2

0
0

,
2

I dx
 

 
/ 2

1 00

/ 2
sin cos 1,I xdx x

 
   

2

2 1 2 3 1 (2 1)!!
,

2 2 2 2 2 (2 )!! 2
n

n n n
I

n n n

   
      



2 1

2 2 2 4 2 (2 2)!!
1 .

2 1 2 3 3 (2 1)!!
n

n n n
I

n n n


  
     

  



09 定积分——设法消除未知项

0

0

cos cos
= +

1 1x x

x x
dx dx

e e



  原式

cos
=_________

1
Ex. 

x

x
dx

e



 

0 0 0

0

cos cos( ) cos( ) cos( )

1 1 1 1

y x

x y y y

x y y y
dx d y dy dy

e e e e



  



  


    

      

0 0

cos cos( )
= +

1 1

y

x y

x e y
dx dy

e e

 


  原式

0 0

cos cos( ) cos (1 )
=

1 1 1

x x

x x x

x e x x e
dx dx

e e e

  
 

   

0

cos( )

1

y

y

e y
dy

e






0
cos sin sin 0 0xdx



   

cos

1 x

x

e
的原函数不好求！



09 定积分——奇函数

2 2

arcsin arcsin( )
( ) , ( ) ( )

1 3 1 3

x x
f x f x f x

x x


   

 

1/2

21/2
Ex.

arcsin
=_________

1 3
 

x
dx

x 


0
2

arcsin

1 3

x

x
的原函数不好求！

Hint. 奇函数在关于原点对称的区间上积分为0



09 定积分——偶函数

2

2 2 2/44

0 0

x
x x

xt t x xt te dt e e dt    

2 2 2/4 /4

0 0
Ex. 

x x
xt t x te dt e e dt  

2
2( )

4 2

0

x x
x t

e e dt
 

 

2
2 22 /2 /2( )

2

0 /2 0
2 ( )

x
s tx

x x xt
s s

x
e dt e ds e ds

 
 

 


    偶函数

2 2
/2

/4 /4

0 0
2 ( / 2)

s q x x
q qe d q e dq


   



09 定积分相关不等式证明

 , [ , ], ( ) ( ) ,

                 

Prop3. (

    ( )

)

) ( .
b b

a a

f g R a b f x g x

f x dx g x dx

 

 

性 则调 且单

 [ , ] [ , ],

                 

P

    ( ) ( ) .

rop4.( ) 

b b

a a

f R a b f R a b

f x dx f x dx

  

 

估值 且积分



[ , ], ( ) 0, (Th ) 0. ( .. )m 0
b

a
f C a b f x f x dx f x   设 求证:

0 0( ) 0 [ , ], . . (P ) 0ro f .o . f x x a b s t f x  反证.设 在不恒为 ,则

0 ( , ).x a b不妨设 [ , ],f C a b 0, . .s t 则

0 0 0( ) ( ) / 2 0,    [ , ].f x f x x x x      

( ) 0,f x 而 于是

0 ( )
b

a
f x dx 

0 0

0 0

( ) ( ) ( )
x x b

a x x
f x dx f x dx f x dx

 

 

 

 
    

0

0

0( )
0 0

2

x

x

f x
dx








   0( ) 0,f x   矛盾.



 
2

2 2

 , [ , ],

              ( ) ( )

Thm.(Ca

( ) ( ) .

uchy ) 

b b b

a a a

f g R a b

f x g x dx f x dx g x dx



   

不等式 则

2 2( ) , ( ) ( ) , ( ) .Proof.
b b b

a a a
A f x dx B f x g x dx C g x dx    令

则  
2

( ) ( )
b

a
tf x g x dx

2 2 ,   .At Bt C t    0
2(2 ) 4 0.B AC 故  



 [ , ],Thm.( ) [ , ], ,f C a b g R a b g 积分第一中值定 不变号理

, ( ) 1  ( ) ( )( ).
b

a
g x f x dx f b a  特别地 时, 

0. [ , ] ,

  

P

,

roof. g f a b M

m

不妨设 记 在 上的最大值与最小值为

则

[ , ], . .   ( ) ( ) ( )  (( ) *). 
b b

a a
a b s t f x g x dx f g x dx    则

( ) ( ) ( ) ( ) .
b b b

a a a
m g x dx f x g x dx M g x dx   

( ) 0,
b

a
g x dx 若 ( ) ( ) 0,

b

a
f x g x dx 则 [ , ] ( .*, )a b  成立

( ) 0,
b

a
g x dx 若

( ) ( )
[ , ].

( )

b

a

b

a

f x g x dx
m M

g x dx






[ , ], . .a b s t 

( )f  



0

sin
 E 0, 0x.  

1

x t
x dt

t
  

证明：

: sin [2 , (2 1) ] ,[(2 1) , (2 2) ]x k k k k     分析 在 取非负 取非正

 0, 0, , . .2 (2 1)1 .x k k s t k x k        如果

sin
,2 (2 1) , 0

1

x
x k x k

x
     


有

2

0 0

sin sin

1 1

x kt t
dt dt

t t



 
  

(2 2) (2 2) (2 2)

0 0 0

sin sin sin sin sin
0,

1 1 1 1 1

k x x k k

x x

t t t t t
dt dt dt dt dt

t t t t t

    

    
        

0, , . .(2 1)2 ( 2). 2k k s t k x k       如果

2

0

sin
: 0, .

1

k t
dt

t




如果可以证明 问题即告解决



0

sin
 E 0, 0x.  

1

x t
x dt

t
  

证明：

2

0

sin
: 0.

1

k t
dt

t




现在证明

2 2 4 2

0 0 2 (2 2)

sin sin sin sin
+...+

1 1 1 1

k k

k

t t t t
dt dt dt dt

t t t t

   

 
 

      

2 (2 1) 2

(2 2) (2 2) (2 1)

sin sin sin

1 1 1

m m m

m m m

t t t
dt dt dt

t t t

  

  



  
 

    
(2 1) (2 1)

(2 2) (2 2)

sin sin( )
( )

1 1

m m

m m

t t
dt d t

t t

 

 






 

 


  

   
(2 1) (2 1)

(2 2) (2 2)

1 1
sin ( ) sin 0

1 1 (1 )( 1 )

m m

m m
t dt t dt

t t t t

 

 



 

 

 
   

      
2

0

sin
0

1

k t
dt

t



 




1

1

0

 [0,1], (0) 0, (1) 1

             

Ex.

 | ( ) '( ) | 1/

f C f f

f x f x dx e

  

 证明：

0 1, | ( ) '( ) | | ( ) '( ) |x xe e f x f x f x f x      

1 1

0 0
| ( ) '( ) | | ( ( ) '( )) |xf x f x e f x f x dx    

1

0
| ( ( ) '( )) |xe f x f x dx 

1

0

1
= | ( )xe f x

e

 ｜｜



1 1
 [ , ],  max | ( ) | |Ex. ( ) | | '( ) |

b b

a x b
a a

f C a b f x f x dx f x dx
b a

   
  证明：

1 1 1
 [ , ], [ , ], . . | ( ) | = | ( ) | | ( ). |

b b

a a
f C a b a b s t f x dx f x dx f

b a b a
    

  证

 max | ( ) | | ( ) | | ' ) |. (
b

a x b
a

f x f f x dx   即证

 | ( ) | | ( ) | | ( ) (, |. )[ ]x a b f x f f x f    | ( ) | | '( ) |
x

f f x dx


  

| ( ) | | | '( ) | |
x

f f x dx


   | ( ) | | '( ) |
b

a
f f x dx 

 max | ( ) | | ( ) | | '( ) |.
b

a x b
a

f x f f x dx   由x的任意性



1 1
1 2 2

0 0
E  [0,1], (0) 0,  ( ) ' ( )x. f C f f x dx f x dx   证明：

0 0
 ( ) (0) '( ) '( ).

x x

f x f f t dt f t dt   证

2 2

0
( ) ( '( ) )

x

f x f x dx 
2

0
( 1 '( ) )

x

f x dx 
2 2 2

0 0 0
1 ' ( ) = ' ( )

x x x

dx f x dx x f x dx   

-由柯西 施瓦茨不等式

1 1 1 1
2 2 2

0 0 0 0
( ) ( ' ( ) ) ' ( )f x dx f x dx dx f x dx     

1
2

0
' ( ) , [0,1]f x dx x  



 [ , ] lim  ( )co 0Ex. s
b

a
f a b f x xdx  在 上连续可导,则

1
  ( ) cos ( ) sin.

b b

a a
f x xdx f x d x 


 证

1 1
( ( )sin( ) ( )sin( )) '( )sin

b

a
f b b f a a f x xdx  

 
   

1 1 1
| '( )sin | | '( )sin | | '( ) |

b b b

a a a
f x xdx f x x dx f x dx 

  
   

1
lim '( )sin 0

b

a
f x xdx 


 

1
( )b a M


 

1
lim ( ( )sin( ) ( )sin( )) 0f b b f a a  


  

| '( ) | , [ , ]f x M x a b  



+
0

sin
 0,  lEx.(A Hard Probl im

1
em )

x

x

t
x dt

t
  

证！ 明： 存在

2 (2 2) (2 1)

0 0 0 0

sin sin sin sin
max( , )

1 1 1 1

k k x kt t t t
dt dt dt dt

t t t t

   

 
      

[ ]
2

xk


取

2 (2 +1)

0 0

sin sin
lim lim

1 1

n n

n n

t t
dt dt

t t

 

 
  转而考虑数列极限 和

2 (2 1)

0 (2 2)
1

(2 1) (2 1)

2 2 2(2 2) 0 0
1

sin
| | sin

1 (1 )( 1 )

1 1 1

(1 ) (1 ) (1 )

nn m

m
m

n m n

m
m

t
dt t dt

t t t

dt dt dt
t t t

 



 







  






  





   

  
  

 

  
2

0

sin

1

n t
dt

t






2 2

0 (2 1)

sin sin
, lim 0.

1 1

n n

n
n

t t
dt dt

t t

 





 

  有极限 又



10 反常积分

无穷限积分

lim ( ) , [ , )

, [ , ) ( ),  

                   (

Def

) lim ( ) .

.
A

aA

A

a aA

f x dx I f a

I f a

f x dx f x dx







 







 

若 则称 在 上的广义积分

收敛 称 为 在 上的广义积分 值 记作

lim ( ) , ( ) .
A

a aA
f x dx f x dx



  若 不存在 则称广义积分 发散

R ( ) lim ( ) .emark.
a a

AA
f x dx f x dx

  



( )瑕积分 无界函数积分

0

[ , ) , (

), (0, ), [ , ],

                              lim ( ) ,

[ , ) , [

De .

, )

,

 

)

f

(

b

a

f a b b x b f

b a f R a b

f x dx I

f a b I f a b





 









    



在 上定义 在 点附近无界 此时称 为 的

一个瑕点 若 且

则称 在 上的瑕积分收敛 称 为 在 上的瑕积分

值 记作

0
( ) lim ( )

b b

a a
f x dx f x dx



 




  .

0
lim ( ) , ( )

b b

a a
f x dx f x dx



 




 若 不存在 则称瑕积分 发散.



10 反常积分

考点：
（1）反常积分的计算；【类似于定积分，三个法宝】
（2）判定反常积分是否收敛；
-重点掌握：不变号函数
-了解：阿贝尔和狄利克雷判敛



10 反常积分的计算

( ) lim ( ) .
A

a aA
f x dx f x dx




 

0
( ) lim ( )

b b

a a
f x dx f x dx



 




 

1

0
___ .Ex ___n xx e dx


  .

1 1

0 0

n x n xx e dx x de
 

      
1 1

0

n x x nx e e d x


      
1 2

0
0

| ( 1)n x x nx e n e x dx


       
1 2

0 0
( 1)n x n xx e dx n x e dx

 
     

3

0
( 1)( 2) ... ( 1)n xn n x e dx n


       ！



10 反常积分的计算

/2

0
ln(sin ) ln ,Ex 2

2
x dx

 
 .已知 求

/2

0
(1) cot ___________;x xdx



.
/2 /2 cos

(1) cot
sina a

x x
x xdx dx

x

 

 
/2 (sin )

sina

xd x

x



 
/2 /2

/2(ln sin ) ln sin | ln sina
a a

xd x x x xdx
 

   
/2 /2

cot ln sin ln sin
a a

x xdx a a xdx
 

    
/2 /2

0+
0

0+, cot lim cot =a
a

a x xdx x xdx
 

  令 有

/2 /2

0+ 0+
0

lim ln sin lim ln sin ln sin ln 2
2

a a
a

a a xdx xdx
  

       



10 反常积分的计算

/2

0
ln(sin ) ln ,Ex 2

2
x dx

 
 .已知 求

1

20
(2

ln
___________) ;

1

x
dx

x



.

1
2 2

20 0 0

ln ln sin
sin lsin n sin

cos1

x t
dx d t tdt

tx
x t

 




   令 =.

1

20

ln(

1
)

1
.(3

)x
I dx

x




.



1

20

ln(1
. .Ex

)

1

x
I dx

x





/ 4

0
ln(1 ta ): nI t dt



 解 ( arctan )t x

/ 4 / 4

0 0
ln(sin cos ) ln(cos )t t dt t dt

 

    1 2.I I 

/ 4

1
0

ln 2 ln sin( )
4

I t dt
  

   
 


/ 4

0
ln 2 ln sin( )

8 4
t dt

 
  

/ 4

0
ln 2 ln cos( )

8 4
t dt

 
   2ln 2 .

8
I


  l n 2.

8
I






10 反常积分的判敛

( ) ( )
a

f x f x dx


 优先考虑不变号函数 的积分

 ( ) lim ( ) , ( ) (. )Hint
t t

t
a a a

f x dx f x dx f x dx t


   记成

( ) lim ( )t
a

f x dx t


 ( ) ,t如果 是单调增加的 那么

lim ( ) +t t a  或是 lim ( ) ( )t t a t    有上界

, ( ) ( ) 0f t f x  连续 是单调增加



10 反常积分的判敛

 ( ) ( ), ,

  (1) ( )  ( )  

Thm.( )

;

  (2) ( ) ( ) .

 

a a

a a

f x Cg x x K

g x dx f x dx

f x dx g x dx

 

 

   





 

 

设0 则

收

比较判敛法

敛 绝对收敛

发散 发散

 Thm.( -
( )

, , lim .
)

) 
(x

f x
f g C

g x
比较判敛法 极 负限形式 设 非

  (1) 0, ( ) ( ) ;

  (2) 0, ( ) , ( ) ;

  (3) , ( ) , ( ) .

a a

a a

a a

C f x dx g x dx

C g x dx f x dx

C g x dx f x dx

 

 

 





 

 

 

 

若 则 与 同敛散

若 且 收敛 则 收敛

若 且 发散 则 发散



10 反常积分的判敛

                 

2 2

2 30 1 1 2

sin ln ln
, , , .

E

1 (l

x.

n 9)2 1
x

x x dx xdx xdx
dx

x e x x xx x

   

   
   

判别广义积分的收敛性

2

2 2

sin 1
,

1
(1

1
)

x

x x


 
解:

20

1

1
dx

x



 收敛,

42

2

1
(2) lim lim 0.

x xx x

xx

e x x e x 
 

 

2

21 1
,

x

dx x dx

x e x

 

 收敛 收敛.

2

20

sin

1

x
dx

x



故 绝对收敛.

5/ 43

ln 1
(3) lim 0,

2 1x

x

xx x


  31

ln
.

2 1

xdx

x x



 
 收敛

ln 1
(4) lim 1,

(ln 9)x

x

x x x


 1
,

dx

x



 发散
1

ln
.

(ln 9)

x

x x



 发散

5/ 41
,

dx

x



 收敛



10 反常积分的判敛

  

 

( )  , ( ) ;

( )  , ( ) , (

Def. 

)

a a

a a a

f x dx f x dx

f x dx f x dx f x dx

 

  

 

  

若 收敛 则称 绝对收敛

发散 收敛 则称 条件收敛.

  (Ex  (. ) , )
a a

f x dx f x dx
 

 收敛 则 收敛.

( ) , | ( ) | ( )  
a

f x f x f x dx


如果 变号【不是恒为正或负】考虑 的无穷限积分 收敛

  

2 2

sin | sin |
 Ex. 

a a

x x
dx dx

x x

 

 解收敛 . 收敛



 ( ) ,

( ) ( ), ( , ),

  (1) ( )  ( )  ;

  (2

Thm.( )

) ( ) ( )

 

.

b

a

b b

a a

b b

a a

b f x dx

f x Cg x x b b

g x dx f x dx

f x dx g x dx

   







 

 

设 为瑕积分 的唯一瑕点

则

收敛 绝对收敛

比较判

发散

敛

发散

法

瑕积分是类似的！



 ( )

( )
, , , lim .

( )

  (1) 0, ( ) ( ) ;

  (2) 0, ( ) , ( ) ;

  (3) , ( ) , ( )

Thm.( -

.

) 
b

a

x b

b b

a a

b b

a a

b b

a a

b f x dx

f x
f g C

g x

C f x dx g x dx

C g x dx f x dx

C g x dx f x dx








 



 

 

 

设 为瑕积分 的唯

一瑕点 非负

若 则 与 同敛散

若 且 收敛 则 收敛

若 且 发散 则

比较判敛法 极限形

发散

式

( ) .f x找 的等价无穷大



 

1

0
cot  Ex. xdx 的收敛性.

解: 0 .x  是瑕点

0 0

cot
lim lim cos 1,

sin1/x x

x x
x

xx
  

  

 

1

0

1
,dx

x
 收敛

1

0
cot .xdx故 收敛

( ) .f x找 的等价无穷大



  

/2

0

1
, 0,

s
Ex

in cos
.

p q
p q dx

x x



 讨论 的收敛性.

:解
1

0
sin cosp qx x


1

0
sin cos 2p qx x


在 和 处存在瑕点.

1 1
~ , 0

sin cos

1 1
~ ,

sin cos 2

p q p

p q q

x
x x x

x
x x x






, 1p q  时收敛.



  

0

ln(1 )
0,Ex.

p

x
p dx

x

 
 讨论 的收敛性.

:解
0

ln(1 )
p

x
dx

x

 
 收敛

1

0 1

ln(1 ) ln(1 )
.

p p

x x
dx dx

x x

 
  与 同时收敛

1

0

ln(1 )
lim 1,p

p
x

x
x

x






 

1

10

1
1 1,

p
dx p

x 
   收敛

1

0

ln(1 )
2.

p

x
dx p

x


 故 收敛



1 1

1 ln(1 )
0 1 , , .

p p

x
p dx dx

x x

  
   当 时 发散 从而 发散

1 ,p 当 时
ln(1 )

(1, ), lim 0,q

px

x
q p x

x


   

1

1
,

q
dx

x



 收敛

1

ln(1 )
.

p

x
dx

x

 
从而 收敛

0

ln(1 )
, 1 2.

p

x
dx p

x

 
  综上 收敛
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