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05 中值定理

中值定理的应用：

• 证明不等式

• 分析某些函数的零点存在性

• 含有 的证明题



05 中值定理证明不等式
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05 中值定理证明不等式

1 1

1

0

(1) ( 1) ( 1) ;

1 +...+
(2) lim =

(

E

+1)

x

p p p p

p p

n p

p

px x x p x

n

n

− −

→ +



 + −  +

证明 :若.

？

1

1 1 1

( 1)
(1)( 1) = = ( ) ,0 1

1

( ) ( 1)

p p
p p p

p p p

x x
x x p x

px p x p x

 



−

− − −

+ −
+ − +  

 +  +

证. 

(2) 1 1( 1) ( 1) ;p p p ppk k k p k− − + −  +
1 1

1 1

( 1) 1 ( 1) ;
n n

p p p

k k

p k n p k− −

= =

 + −  + 
1

1 ( 1) 1

( +1) ( +1)

n
p

p

k

p p

k
n

n p n

−

= + −


 1

1

( 1)
( 1) 1

( 1) ( 1)

n
p

p

k

p p

k
n

p n p n

−

=

+
+ −


+ +


1

11 1

( 1) ( 1)

n
p

k

p

k

p p n p n

−

= − 
+ +





05 中值定理分析零点存在性

4 3 22 6 4 5Ex 0 .x x x x+ + − − = 恰有两个不. 同的实根 
4 3 2( )Proof 2 6 4 5,f x x x x x= + + − −令. 则

lim ( ) .
x

f x
→

= +

0 , . . ( ) 0, ( ) 0.a b s t f a f b    于是 (0) 5 0,f = − 而

( ) 0f x =由介值定理, 至少有两个相异实根.

( ) 0 3f x =假设 至少有 个相异实根. Rolle ( )f x由 定理,

2  至少有 个相异实根, ( ) 1f x 至少有 个实根.但
2 ( ) 12 12 12 0,f x x x = + + 

. ( ) 0 .f x =矛盾故 恰有两个相异实根



05 中值定理含有 的证明
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. 在 上连续,在 上可导，

求证



1[ , ] ( ) ( ) ( ) '( )a b f b f a b a f − = −

证明:

在 上用一次微分中值定理:
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05 中值定理含有 的证明

Ex [ , ]

( ) ( ) 0, [ , ], . . ( ) 0, [ , ], . . ''( ) 0

f a b

f a f b c a b s t f c a b s t f = =      

. 在 上二阶可导,

求证



1[ , ] ( ) ( ) ( ) '( ) 0a c f c f a c a f − = − 

证明:

在 上用一次微分中值定理:

2[ , ] ( ) ( ) ( ) '( ) 0c b f b f c b c f − = − 在 上用一次微分中值定理:

2 1'( ) 0, '( ) 0f f  

2 1 2 10 '( ) '( ) ( ) ''( )f f f      − = − ''( ) 0f  



05 中值定理含有 的证明

Ex [0,1]

(0) 0, (1) 1, ( ) , [0,1], . . '( ) 1

f

f f f x x c s t f c= =    

. 在 上二阶可导,



证明:
0 0 0( ) , , . . ( )f x x x s t f x x  

!几何图像
0 0(1) ( )f x x

0 0(2) ( )f x x



05 中值定理含有 的证明

Ex. (构造函数法)



1)𝑓, 𝑔在[𝑎, 𝑏]上连续,在(𝑎, 𝑏)上可导, 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏

∃𝜉, 𝑠. 𝑡. 𝑓′(𝜉) + 𝑔′(𝜉)𝑓(𝜉) = 0

(2)𝑓, 𝑔, ℎ在[𝑎, 𝑏]上连续,在(𝑎, 𝑏)上可导, ∃𝜉, 𝑠. 𝑡.

|

)𝑓′(𝜉 )𝑔′(𝜉 )ℎ′(𝜉
)𝑓(𝑏 )𝑔(𝑏 )ℎ(𝑏
)𝑓(𝑎 )𝑔(𝑎 )ℎ(𝑎

| = 0



05 中值定理含有 的证明

Ex. (构造函数法)



2[ , ], ( ) ( ), : ( , ), . . ''( ) 2 '( ) 0f C a b f a f b a b s t f f    =   + =证明

2 2( '( )) ' 2 '( ) ''( )x f x xf x x f x= +
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05 中值定理含有 的证明

Ex. (构造函数法)
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05 中值定理含有 的证明

Ex -. (双参数 选学,P124-T8)
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2

a b
f x a b a b s t f f   



+
 =在 上可导 求证存在

( ) ( )f a f b− =

2 2a b

2 2

( ) '( ) ( ) '( ) '( )
2 2

a b a b
a b f a b f f  

 

+ −
− = − =

2 2

( ) ( )f a f b

a b

−
=

−

1
'( )

2
f 





06 洛必达法则

Ex. 
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06 洛必达法则

Ex. 1lim ( 1) tan
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x x x
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06 洛必达法则

Ex. 
2 2

0 2 2
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07 泰勒公式
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07 泰勒公式
2

1 ( ),    0.
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07 泰勒公式

21
1 ( 1Ex. ) ( ),    0.

1
= − + + + − + →

+

n n nx x x o x x
x

21
1 ( ),    .

1
E .x 0= + + + + + →

−

n nx x x o x x
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07 泰勒公式

泰勒公式的应用：

• 求函数的泰勒展开式

• 求函数的n阶导数

• 利用泰勒公式求极限

• 含有 的证明题



07 泰勒公式-考点1：求函数的泰勒展开式

( )

0, ( )Note. nf x Taylor一般而言 我们不建议大家利用计算 的方式计算 展开

3sin( ) 0 ,x. 6 3E x x n= +在 处展开 到 阶

3 2 1
1 2

3 3

sin ( 1) ( ),    0.
3! (2 1)!

 0 0,

n
n nx x

x x o x x
n

y y x y

−
−= − + + − + →

−

→  →  =令

9 6 3
3 3 1 6 3sin ( 1) ( ),    0.

3! (2 1)!

n
n ny y

y y o y y
n

−
− −= − + + − + →

−




07 泰勒公式-考点1：求函数的泰勒展开式

( )

0, ( )Note. nf x Taylor一般而言 我们不建议大家利用计算 的方式计算 展开

2

1
,

1+
Ex.

x
展开到2n阶麦克劳林公式。

0 0, ( ) .Note. x x x−在 处展开 得到的应该是关于 的多项式

02

1
( ) 1, Pean .

2
E . ox , 阶= =

−
f x x n

x x

2(
( )

1

1

1 )
=

− −x
f x

2 4 2 21 ( 1) ( 1) ( 1) (( 1) ),n nx x x o x= + − + − + + − + −

1.→x



07 泰勒公式-考点1：求函数的泰勒展开式

Note.在更多的情况下,只需要展开到前几项

0

2sinEx. ( ) 0, Peano4 ., 阶= =xf x e x
2 1

3 1 21
sin ( 1) ( )     ( 0),

6 (2 1)!

−
−= − + + − + →

−

n
n nx

x x x o x x
n

2

1 ( )  ( 0).
2! !

= + + + + + →
n

nt t t
e t o t t

n
2sin 1= +xe

1= +

2sin +x

3

2

3 ( )
1

6

 
− + + 

 
x o xx

4sin

2!
+

x

4

3 31 1
( )

2! 6

 
− + + 

 
x x o x

4     (sin  ( 0).) →xo x

4( )o x

2 4 4 4 41 1
1 ( ) ( )    ( 0).

3 2
= + − + + + →x x o x x o x x

2 4 41
1 ( )     ( 0).

6
= + + + →x x o x x



07 泰勒公式-考点1：求函数的泰勒展开式

Note.在更多的情况下,只需要展开到前几项
22( ) , 4 0x xf x e x−= =阶,
2 22 2( ) =x x x xf x e e e− −=

2 3 4
2 4(2 ) (2 ) (2 )

1 2 ( )
2! 3! 4!

x x x x
e x o x= + + + + +

2
2

2 4
2( )

1      ( 0).
2!

( ) xe x
x

xox− −
= − + + →

2
2 3 4 4

2 4 2 4(2 ) (2 ) (2 )
( ) [1 2 ( )][1  ]    ( 0).

2! 3! 4!
(

2
)

!

x x x x x x
f x e x o x x o x x−= = + + + + + − + + →



07 泰勒公式-考点1：求函数的泰勒展开式

Note.在更多的情况下,只需要展开到前几项
22( ) , 4 0x xf x e x−= =阶,

2
2 3 4 4

2 4 2 4(2 ) (2 ) (2 )
( ) [1 2 ( )][1  ]    ( 0).

2! 3! 4!
(

2
)

!

x x x x x x
f x e x o x x o x x−= = + + + + + − + + →

2
2 3 2 4(2 )

( 2 ( ))
2!

x
x x x o x− + + + +

4
4( ( ))

2!

x
o x+

2 3 4
4(2 ) (2 ) (2 )

=(1 2 ( ))
2! 3! 4!

x x x
x o x+ + + + +

3 4
2 42 5

=1 2 ( )
3 6

x x
x x o x+ + − − +



07 泰勒公式-考点1：求函数的泰勒展开式

Note.在更多的情况下,只需要展开到前几项

( ) ln cos ,4 0f x x x= =阶,
2

1ln(1 ) ( 1) ( ),Ex.    0.
2

n
n nx x

x x o x x
n

−+ = − + + − + →
2

4(cos 1)
ln(cos ) ln(1 cos 1) cos 1 ( ),    0.

2

x
x x x o x x

−
= + − = − − + →

2 4 4 2

2 4 4 4

1 1
((1 ( )) 1)

1 1 2! 4!(1 ( )) 1 ( ),    0.
2! 4! 2

x x o x

x x o x o x x

− + + −

= − + + − − + →

2 4 4 2

2 4 4

1 1
( ( ))

1 1 2! 4! ( ),    0.
2! 4! 2

x x o x

x x o x x

− + +

= − + − + →
4 2 2 2

2 4 4

1 1
( ( ))

1 1 2! 4! ( ),    0.
2! 4! 2

x x o x

x x o x x

− + +

= − + − + →



07 泰勒公式-考点1：求函数的泰勒展开式

Note.在更多的情况下,只需要展开到前几项

( ) ln cos ,4 0f x x x= =阶,
4 2 2 2

2 4 4

1 1
( ( ))

1 1 2! 4! ( ),    0.
2! 4! 2

x x o x

x x o x x

− + +

= − + − + →

4 2

2 4 4

1
( ( ))

1 1 2! ( ),    0.
2! 4! 2

x o x

x x o x x

− +

= − + − + →

4
2 4 41 1

( ),    0.
2! 4! 8

x
x x o x x= − + − + →

4
2 41

( ),    0.
2 12

x
x o x x= − − + →



07 泰勒公式-考点1：求函数的泰勒展开式

Note.在更多的情况下,只需要展开到前几项
2

02

1
( ) 0, PeanE ox 4. .

1

x x
f x x

x x

+ +
= =

− −
, 阶



07 泰勒公式-考点1：求函数的泰勒展开式

Note.在更多的情况下,只需要展开到前几项
2

02

1
( ) 0, PeanE ox 4. .

1

x x
f x x

x x

+ +
= =

− −
, 阶

21
1 ... ( )  ( 0).

1

n ny y y o y y
y
= + + + + + →

−

2 2 2 2

2

1
1 ( ) ( ) ... ( ) ( )  ( 0).

1 ( )

n nx x x x x x o x x
x x

= + + + + + + + + →
− +

2
2 2 2 2 2

2

1
( ) (1 )(1 ( ) ( ) ... ( ) ( ))  

1

n nx x
f x x x x x x x x x o x

x x

+ +
= = + + + + + + + + + +

− −
2 2 2 2 2 3 2 4 4(1 )(1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))  x x x x x x x x x x o x= + + + + + + + + + + +
2 2 2 2 3 3 4 4 4(1 )(1 ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( ))  x x x x x x x x x x o x= + + + + + + + + + + +



07 泰勒公式-考点1：求函数的泰勒展开式

Note.在更多的情况下,只需要展开到前几项
2

02

1
( ) 0, PeanE ox 4. .

1

x x
f x x

x x

+ +
= =

− −
, 阶

2 2 2 2 3 3 4 4 4(1 )(1 ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( ))  x x x x x x x x x x o x= + + + + + + + + + + +

2 2 2 2 3 4 4

2 2 3 4 4

(1 )(1 ( ) ( 2 1) ( ( ) 3 1) (1 (1)) ( ))  

=(1 )(1 2 3 5 ( ))  

x x x x x x x x o x x x o o x

x x x x x x o x

= + + + + + + + + + + + + +

+ + + + + + +

2 2 3 4 4(1 )(1 2 3 5 ( ))  x x x x x x o x= + + + + + + +

2 2 3 2 3 4 3 4 4 4 4 4

2 3 4 4

=1 ( ) (2 2 2 ) (3 3 ( )) (5 ( )) ( )

=1 2 4 6 10 ( )

x x x x x x x x x x o x x o x o x

x x x x o x

+ + + + + + + + + + + + + +

+ + + + +



07 泰勒公式-考点2：求函数的n阶导数

Note. n求函数在0处的 阶导数?
2

(

2

4)1
( ) (0)=______.

1
Ex.

x x
f x f

x x

+ +
=

− −
,

人非机器！

2
4

2

1
4

1

x x
x

x x

+ +


− −
求 展开到 阶,取出 项的系数，再乘以_____?

( )

0 0

( )

0 0 0

0

   , ,

1
        ( )

Thm.( Peano Taylor )

( )( ) ( ) .
!

n
k k n

k

f x n x x

f x f x x x o x x
k=

→

= − + −

在 处有 阶导数 则当 时

 

带 余项的 公式

2 2 3 2 3 4 3 4 4 4 4 4

2 3 4 4

=1 ( ) (2 2 2 ) (3 3 ( )) (5 ( )) ( )

=1 2 4 6 10 ( )

x x x x x x x x x x o x x o x o x

x x x x o x

+ + + + + + + + + + + + + +

+ + + + +



07 泰勒公式-考点2：求函数的n阶导数

Note. n求函数在0处的 阶导数?

( ) (2019 2020)

2

1
( ) (0)=______, (0)=____ .

1
Ex. __f x f f

x
=

+
,

( ) (2019 2020)( ) arctan (0)=______, (0)=__Ex.* ____.f x x f f= ,

2019

2

1
2019

1+
x

x
求 展开到 阶,取出 项的系数，再乘以_____?

2012 ( )9 8( )

2

1

0

201
(arctan ) ' 1/ (1 ( )=( ) | .

1
xx x f x

x
== +

+
),



07 泰勒公式-考点3：利用泰勒公式求极限

20

2sin cos 2 2
liEx. m
x

xe x x

x→ +

− −

:  解
24 16

cos 2 1
2! 4!

x x
x = − + +

22sin 1 sinxe x= + +

2( )   ( 0)o x x →

( )
2

1 ( )x o x= + + +

2(sin )     ( 0)o x x →

2( )     ( 0)o x x →

2 2 2

20

2
1 (1 2 ) 2 ( )

3lim
x

x x x x o x

x→ +

+ − − + − +

=原式

2 21 ( )     ( 0)x o x x= + + →

1
.

3
=

Question.展开到哪一阶？



07 泰勒公式-考点3：利用泰勒公式求极限

2

80

cos
lim , , .Ex.
x

kaxe x
a k

x→

−
存在 求 及极限值

,: 0x→解 时
4 8

2cos 1
2! 4!

x x
x = − + +

2 21
1

2!

k kkaxe ax a x= + + +

8( ),o x

2( ).ko x

4 8
2 2 2 8 21

cos ( ) ( )
2! 2! 4!

k k kkax x x
e x ax a x o x o x− = + + − + +

,原极限存在则
4

0,
2!

k x
ax + =

1
4, ,

2
k a= = −

8 8 8

80

1 1
( )

18 4lim .
12x

x x o x

x→

− +

= =！原极限



07 泰勒公式-考点4：利用泰勒公式证明不等式

0Question.x x和 如何选择？

0 0

( 1)
( ) 1

0 0 0

0

[ , ] 1

   , , [ ,

Thm.( Lagrange Taylor

], , . .

1 ( )
    ( ) ( )( ) ( ) .

) 

! ( 1)!

 

nn
k k n

k

f a b n

x x a b x x s t

f
f x f x x x x x

k n



+
+

=

+



= − + −
+



在 上 阶可

导 则存在介于 与 之间的

 

带 余项的 公式



07 泰勒公式-考点4：利用泰勒公式证明不等式

0Question.x x和 如何选择？

2

[ , ] ,f'(a)=f'(b)=0

4
: ( , ), . . | ''( ) | | ( ) ( ) |

( )

Ex.  f a b

c a b s t f c f b f a
b a

   −
−

在 上二阶可导,

证明

( 1)
( ) 1

0 0 0

0

1 ( )
( ) ( )( ) ( ) .

! ( 1)!

nn
k k n

k

f
f x f x x x x x

k n

+
+

=

= − + −
+



0 0,x a x b= =

2

1

2

2

1
( ) ( ) ( ) '( ) ( ) ''( )

2

1
( ) ( ) ( ) '( ) ( ) ''( )

2

f x f a x a f a x a f c

f x f b x b f b x b f c

= + − + −

= + − + −

2 2

1 2

1 1
( ) ( ) ( ) ''( ) ( ) ( ) ( ) ''( )

2 2 2 2 2 2

b a b a b a b a
f f a f c f f b f c

+ − + −
 = + = +，



07 泰勒公式-考点4：利用泰勒公式证明不等式

2

[ , ] ,f'(a)=f'(b)=0

4
: ( , ), . . | ''( ) | | ( ) ( ) |

( )

Ex.  f a b

c a b s t f c f b f a
b a

   −
−

在 上二阶可导,

证明

2 2

1 2

1 1
( ) ( ) ( ) ''( ) ( ) ( ) ( ) ''( )

2 2 2 2 2 2

b a b a b a b a
f f a f c f f b f c

+ − + −
 = + = +，

2 2

1 2

1 1
( ) ( ) ''( ) ( ) ( ) ''( )

2 2 2 2

b a b a
f a f c f b f c

− −
 + = +

2

1 2

1
| ( ) ( ) | ( ) | ''( ) ''( ) |

2 2

b a
f a f b f c f c

−
 − = − 

2 21 2
1 2

| ''( ) + ''( ) |
( ) ( ) max(| ''( ) , ''( ) |)

2 2 2

f c f cb a b a
f c f c

− −


｜｜
｜｜



07 泰勒公式-考点4：利用泰勒公式证明不等式

2 3 4

0, ln(1 )
2 3

Ex. 
4

 
x x x

x x x +  − + −证明

2 3 4 5
(5)ln(1 ) ( )

2 3 4 5!

x x x x
x x f + = − + − +

(5) 41
(ln(1 )) 4!( )

1
x

x
+ =

+

2 3 4 5
41

( ) ,0
2 3 4 5 1

x x x x
x x


= − + − +  

+

2 3 4

2 3 4

x x x
x − + −

( ) ( )
.  

!

nf x

n
方法 估计余项 的上下界



07 泰勒公式-考点4：利用泰勒公式证明不等式

2 3 4

0, ln(1 )
2 3

Ex. 
4

 
x x x

x x x +  − + −证明

2 3 4 5
(5)ln(1 ) ( )

2 3 4 5!

x x x x
x x f + = − + − +

(5) 41
(ln(1 )) 4!( )

1
x

x
+ =

+

2 3 4 5
41

( ) ,0
2 3 4 5 1

x x x x
x x


= − + − +  

+

2 3 4

2 3 4

x x x
x − + −

( ) ( )
.  

!

nf x

n
方法 估计余项 的上下界



07 泰勒公式-考点4：利用泰勒公式证明不等式

ln ln 1 | |
, 1Ex. ,

2
 |

x y x y
x y

x y y

− −
 − 

−
证明|

2

2

1 1
ln ln ( ) ( )

2
x y x y x y

y 
= + − − − 

2 2

2

1 1 1
| ln ln ( ) | | ( ) | ( ) , , 1

2 2
x y x y x y x y x y

y 
− − − = −  − 



07 泰勒公式-考点4：利用泰勒公式证明不等式
2

( ) 1 ...
2! !

: (1) ,

Ex

( ) 0;(

.

2) ,

n

n

n

x x
P x x

n

n P x n

= + + + +

求证 为偶数 为奇数 只有一个实零点
1 1

( 1)( ) ( ) ( )
( 1)! ( 1)!

n n
x n

n n

x x
e P x f P x e

n n


+ +

+= + = +
+ +

(1) , ( ) 0;nn P x 为偶数

2 1

2 ( )
(2 1)!

k
x

k

x
e P x e

k


+

= +
+

0x 只需要考虑

2 1

2 ( ) 0, 0
(2 1)!

k
x

k

x
P x e e x

k


+

= −   
+

2 1

0
(2 1)!

kx
e

k


+


+

( ) ( )
.  

!

nf x

n
方法 估计余项 的上下界

.证明



07 泰勒公式-考点4：利用泰勒公式证明不等式
2

( ) 1 ...
2! !

: (1) ,

Ex

( ) 0;(

.

2) ,

n

n

n

x x
P x x

n

n P x n

= + + + +

求证 为偶数 为奇数 只有一个实零点

(2) , 2 1n n k= +为奇数

2 1 2 2 1'( ) ( ) 0, ( )k k kP x P x P x+ +=  从而至多 只有一个实零点,否则,和微分中值定理矛盾.

2 1 2 1lim ( ) , (0) 1x k kP x P→− + += − =

至少存在零点

.证明



07 泰勒公式-考点4：利用泰勒公式证明不等式
2

( ) 1 ...
2! !

: (3) , li

Ex

m

.
n

n

n n n

x x
P x x

n

n x x→

= + + + +

= −求证 为奇数 记实零点为 ，则
2

2 1( )
(2 )!

k
x

k

x
e P x e

k



−= + ln(2 )x k= −取
2

2 1

1 (ln(2 ))
( ln(2 )) , ln(2 ) 0

2 (2 )!

k

k

k
P k e k

k k

 −= − + −  

2 2

2 1

1 ln (2 ) 1 ln (2 )
( ln(2 ))

2 (2 )! 2 (2 )!

k k

k

k k
P k e

k k k k



− − = −  −

1
1

2
e

k

  

2

2 1

ln (2 )
2 ( ln(2 )) 1

(2 1)!

k

k

k
kP k

k
− −  −

−
2

2 1 2 1

ln (2 )
lim 0, 2 ( ln(2 )) 0 ln(2 )

(2 1)!

k

k k k

k
kP k x k

k
→ − +=  −    −

−

.证明



07 泰勒公式-考点4：利用泰勒公式证明不等式
2

( ) 1 ...
2! !

: (3) , li

Ex

m

.
n

n

n n n

x x
P x x

n

n x x→

= + + + +

= −求证 为奇数 记实零点为 ，则

1

1
11

ln ( 1)

ln ( ) ln ( 1) 1 ln ln( 1)( )!
, ( )

ln ( )( 1)! ln ( ) ln( )

( 1)!

n

n n
nn

n n n

n

n

an n n nn
a

nn a n n n n

n

+

+
++

+

+ +
= = = =

−

−

1ln( 1) ln( 1) ln( 1) ln
lim ( ) lim exp(( 1) ln( )) lim exp(( 1)( ))

ln( ) ln( ) ln( )

ln(1 1/ )
lim exp(( 1)( )) 1

ln( )

n

n n n

n

n n n n
n n

n n n

n
n

n

+

→ → →

→

+ + + −
= + = +

+
= + =

1lim 0 lim 0n
n n n

n

a
a

a

+
  =  =,


