
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

第二次习题讨论课
守恒定律和刚体定轴转动
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内容

1 功、动能、动量定理、角动量定理

2 动量守恒、角动量守恒和机械能守恒

3 刚体的定轴转动
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功、动能、动量定理、角动量定理
基本概念

功：质点在力 F⃗ 的作用下有位移 d⃗r，
该力做的功

dW = F⃗·d⃗r = Fdr cos θ, WAB =

∫ B

A
F⃗·d⃗r

动能（运动状态速率 v 的函数）： 1
2

mv2

（质点动能）

动能定理
▶ 质点的动能定理：

WAB = EkB − EkA
（合外力对质点做的功等于质点动
能的增量）

▶ 质点系的动能定理：
W外 + W内 = EkB − EkA
（外力对质点系做的功与内力对质
点系做的功之和等于质点系总动能
的增量）

保守力：沿任意闭合回路作功为 0 的力
（作功与力的路径无关）

势能（位置的函数，由保守力引入：
f = −∇r⃗U）

▶ 重力势能：mgh
▶ 引力势能：Ep = −Gm1m2

r
▶ 弹性势能： 1

2
k (x − x0)2

质心：r⃗C =
∑

i mi⃗ri∑
i mi
，或 r⃗C =

∫
r⃗dm∫
dm

质心运动定理：F⃗外 = ma⃗C

克尼希定理：Ek = ECM
k + EC

质点的角动量：L⃗ = r⃗ × p⃗ = mr⃗ × v⃗

角动量定理：M⃗ = dL⃗
dt
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讨论题

1. 判断下列有关角动量说法的正误
(1) 质点系的动量为 0，则总角动量一定为 0。
(2) 一质点作直线运动，质点的角动量一定为 0。
(3) 一质点作直线运动，质点的角动量一定不变。
(4) 一质点作匀速圆周运动，其动量方向在不断改变，所以角动量的方向也随之不断改
变。

解：

(1)
∑

i mi⃗vi ⇏
∑

i mi⃗ri × v⃗i

O
m1

m2r⃗1 r⃗2v⃗1

v⃗2

(2) 与参考点有关（是否在运动直线上）

O′
r⃗′

O r⃗ m v⃗

θ d

(3) 不一定不变
▶ mr⃗′ × v⃗ = mv(r′ sin θ) = mvd
▶ 如果是变速直线运动

→ 存在沿运动所在直线的合外力 F⃗
→ 力矩 M⃗ = r⃗ × F⃗ = dL⃗

dt ̸= 0

(4) 不一定。
例如，考虑参考点在运动所在平面
圆周内和圆周外的情况。
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讨论题

2. 一个水平传送带受电机驱动，保持匀速运动。现在传送带上轻轻放置一砖块，则在砖
块刚被放上到与传送带共同运动的过程中:

(1) 摩擦力对皮带做的功与摩擦力对砖块做的功等值反号
(2) 驱动力的功与摩擦力对砖块做的功之和等于砖块获得的动能
(3) 驱动力的功与摩擦力对皮带做的功之和为 0
(4) 驱动力的功等于砖块获得的动能
(5) 以上结论都不对

v⃗

答案：(3)
(1) 中砖块放上时，两者存在相对运动，摩擦力做功大小不等。
(2) 与 (4) 驱动力的功是作用在皮带上的，不能改变砖块的动能，驱动力的功与砖块
的动能增量在数值上不能用动能定理直接联系。
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讨论题

3. 一物体在光滑的水平桌面上，有一绳其一端连接此物体，
另一端穿过桌面上的一个小孔。该物体原以一定的角速度在桌
面上以小孔为圆心做圆周运动。在小孔下缓慢地往下拉绳的过
程中，物体的动能、动量，对小孔的角动量是否发生变化？

解：

动能改变
物体做离小孔距离不断缩小的螺线运动 → 绳对物体的拉力方向
与物体位移的方向夹角小于 90◦→ 拉力做正功 → 由动能定理，
物体的动能不断增加
动量改变

▶ 物体速度大小和方向均变化 → 动量变化
▶ 物体受到绳子拉力、重力和支持力 → 重力和支持力平衡

→ 合外力为拉力 → 该拉力的冲量改变物体动量

角动量不变
拉力方向始终通过小孔 → 力矩为 0→ 由角动量定理，物体对小
孔的角动量不变

r⃗
v⃗θ
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程中，物体的动能、动量，对小孔的角动量是否发生变化？
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▶ 物体受到绳子拉力、重力和支持力 → 重力和支持力平衡

→ 合外力为拉力 → 该拉力的冲量改变物体动量

角动量不变
拉力方向始终通过小孔 → 力矩为 0→ 由角动量定理，物体对小
孔的角动量不变
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计算题
牛顿定律和动能定理的综合应用计算

1. 在光滑的水平桌面上，水平放置一固定的半圆形屏障，有
一质量为 m 的滑块以初速度 v0 沿切线方向进入屏障的一端，
如图所示。设滑块与屏障间的摩擦系数为 µ。证明：当滑块从
屏障的另一端滑出时，摩擦力所做的功为
Wf =

1
2
mv20(e−2µπ − 1)。

O

v⃗

解：
滑块作圆周运动，根据牛顿定律：
法向

N = m v2

R
切向

f = −µN = m dv
dt

= m dv
dθ

dθ
dt

=
mv
R

dv
dθ

由以上两式可得

dv
v

= −µdθ

两边积分∫ v

v0

dv
v

= −µ

∫ π

0
dθ ⇒ v = v0e−µπ

由动能定理可得摩擦力作功

Wf =
1

2
mv2−1

2
mv20 =

1

2
mv20(e−2µπ−1)
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计算题
明确保守力的性质及功的计算

2. 质点在力的作用下由位置 r⃗a 运动到位置 r⃗b，经过的路程为
S。如果力的函数分别为：⃗f1 = kˆ⃗r 或 f⃗2 = kˆ⃗v（其中 k 为常数，
ˆ⃗t 和 ˆ⃗v 分别是沿径矢和速度方向的单位矢量）。

(1) 分别求两种力在该过程中所做的功；
(2) 说明 f⃗1 和 f⃗2 哪个是保守力。 r⃗a

a

r⃗b

b
S

O

解：

(1)

W1 =

∫ b

a
kˆ⃗r · d⃗r = k

∫ b

a
dr = k(|⃗rb| − |⃗ra|)

W2 =

∫ b

a
kˆ⃗v · d⃗r = k

∫ b

a
dS = kS

(2) f⃗1 做的功与路径无关，只与物体的始末位置有关，是
保守力。
f⃗2 做的功与路径有关，非保守力。

r⃗

r⃗ + d⃗r
d⃗r

ˆ⃗r

ˆ⃗v

O
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角动量守恒、刚体运动
基本概念

1 动量守恒定律：当一个质点系所受的合外力为 0 时，这一质点系的总动量保持不变。∑
F⃗外 = 0 ⇒

∑
p⃗i =

∑
miv⃗i = const∑

F⃗α = 0 ⇒
∑

miv⃗iα = pα = const (α = x, y, z)
2 角动量守恒定律：如果对于某个固定点，质点所受的合外力矩为 0，则此质点对该固定点的
角动量矢量将保持不变。

M⃗ = 0 ⇒ L = const
3 机械能守恒定律：在只有保守内力作功的情况下，系统的机械能保持不变

W外 + W内非 = 0 ⇒ E = Ek + Ep = const

注意分析和区分各个守恒定律的守恒条件。
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讨论题

1. 试判断下列说法的正误：
(1) 不受外力作用的系统，它的动量和机械能必然同时守恒。
(2) 内力都是保守力的系统，当它所受和合外力为 0 时，它的机械能必然守恒。
(3) 只有保守内力作用又不受外力作用的系统，它的动量和机械能必然都守恒。

答：
(1) 不受外力作用 ⇒ 动量守恒
非保守内力作功不一定为 0，故机械能不一定守恒
(2) 合外力为 0⇒ 合外力作功为 0？

▶ 对单质点系统，合外力为 0⇒ 合外力作功为 0
▶ 对多质点系统，外力可以作用于不同的质点，每个质点的位移可以不同，因此∑

F⃗ = 0 ⇏
∑

F⃗ · d⃗r = 0，即合外力做功不一定为 0
因此，系统的机械能不一定守恒。

(3) 动量和机械能均守恒
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讨论题

2. 判断在下列几种情况中机械能是否守恒：
(1) 当物体在空气中下落时，以物体和地球为系统
(2) 当地球表面物体匀速上升时，以物体与地球为系统（不计空气阻力）
(3) 子弹水平地射入放在光滑水平桌面上的木块内，以子弹和木块为系统
(4) 当一球沿光滑的固定斜面向下滑动时，以小球和地球为系统

解：

(1) 空气阻力（外力）对物体做负功，系统机械能不守恒；

(2) 为使物体匀速上升，一定存在使物体所受重力相等的力，此力对于物体和地球系统为外力，
对物体做正功，系统机械能不守恒；

(3) 对于子弹和木块系统，摩擦力做的功是非保守内力做的功，系统机械能不守恒；

(4) 对小球和地球系统，斜面的支持力为外力，但其与小球位移垂直，故不做功。
而系统仅受保守内力（重力）作用，因此系统的机械能守恒。
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讨论题

3. 轻质弹簧放在水平光滑桌面上，一端与墙固定相连、另一端系一小球。拉长弹簧后放
手，在小球的振动过程中，弹簧与小球系统的动量、动能和机械能守恒吗？

解：
弹簧和小球系统所受墙的作用为外力，故系统动量不守恒

墙对弹簧的作用力对作用点无位移，做功为 0，系统运动过程中只有保守内力作功，
故系统动能不守恒，机械能守恒。

在小车参考系 S′ 中，弹簧-小球系统的机械能是否守恒？

S′ v⃗

墙对系统的作用力对作用点有位移，系统机械能不守恒。
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计算题
动量守恒与机械能守恒综合应用

1. 一质量为 M 具有半球形凹陷面的物体静止在光滑水平桌面
上。凹陷球面的半径为 R，表面光滑。在凹陷面上缘 B 处放
置一质量为 m 的小球，释放后，小球下滑。当小球下滑至最
低处 A 时，M 物体对小球的作用力 N 为多大？

R

O

A

B
m

M

mv1 + Mv2 = 0

1

2
mv21 +

1

2
Mv22 = mgR

N − mg = m (v1 − v2)2

R

第二次习题讨论课 13 / 33



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

计算题
动量守恒与机械能守恒综合应用

1. 一质量为 M 具有半球形凹陷面的物体静止在光滑水平桌面
上。凹陷球面的半径为 R，表面光滑。在凹陷面上缘 B 处放
置一质量为 m 的小球，释放后，小球下滑。当小球下滑至最
低处 A 时，M 物体对小球的作用力 N 为多大？

R

O

A

B
m

M

mv1 + Mv2 = 0

1

2
mv21 +

1

2
Mv22 = mgR

N − mg = m (v1 − v2)2

R

第二次习题讨论课 13 / 33



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

计算题
动量守恒与机械能守恒综合应用

2. 一质量为 M、倾角为 θ 的斜面，放在光滑水平面
上，物体 m 从高为 h 处由静止开始无摩擦地下滑。
求物体 m 从 h 处滑到底端这一过程中对斜面做的功
W，以及斜面后退的距离 S。 M

θ

h

m

解：物体 m 下滑时，斜面 M 也随之后退
(⃗v 为物体 m 相对地面速度，V⃗ 为斜面 M 相对地面速度，v⃗′ 为物体 m 在斜面 M 参考系的速度)

m

S S′

β

h

v⃗v⃗′

V⃗m β

θ
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计算题
动量守恒与机械能守恒综合应用

2. 一质量为 M、倾角为 θ 的斜面，放在光滑水平面
上，物体 m 从高为 h 处由静止开始无摩擦地下滑。
求物体 m 从 h 处滑到底端这一过程中对斜面做的功
W，以及斜面后退的距离 S。 M

θ

h

m

解：物体 m 下滑时，斜面 M 也随之后退
(⃗v 为物体 m 相对地面速度，V⃗ 为斜面 M 相对地面速度，v⃗′ 为物体 m 在斜面 M 参考系的速度)

m

S S′

β

h

v⃗v⃗′

V⃗m β

θ
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以地面为参考系。m 与 M 系统因水平方向合外力为 0，所以水平方向动量守恒。

mv cosβ − MV = 0

对 m、M 及地球系统，机械能是否守恒？
m、M 的相互作用力分别对 m、M 做功，这是非保守内力的功，需要证明这对力的作功之和为 0。
以 N⃗、N⃗′ 表示这对支持力，根据牛顿第三定律：N⃗ = N⃗′。

对 m 和 M 做的功分别表示为 dWN⃗ 和 dWN⃗′，

dWN⃗ + dWN⃗′ = N⃗ · dS⃗m地 + N⃗′ · dS⃗M地

= N⃗ · (dS⃗m地 − dS⃗M地)

= N⃗ · dS⃗mM

由于 N⃗ ⊥ dS⃗mM，因此 dWN⃗ + dWN⃗′ = 0，即这对非保守力做功为 0。
此外，由于地面对 M 的支持力不做功，因此系统的机械能守恒。
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解法 1：
选择地面为势能零点，根据机械能守恒：

1

2
mv2 +

1

2
MV2 = mgh

S′ 为 m 相对于地面的位移
h
S′ = tanβ,

h
S + S′ = tan θ

由水平方向的动量守恒：

mvx = MV

m dS′

dt
= M dS

dt∫
mdS′ =

∫
MdS

mS′ = MS

W =
1

2
MV2

由上述方程可得

W =
Mm2gh cos2 θ

(M + m)(M + m sin2 θ)
, S =

mh cos θ
(M + m) sin θ
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解法 2：
v⃗′ 为相对于 M 的速度，由伽利略速度变换：

v⃗ = v⃗′ + V⃗

水平方向：vx = v′ cos θ − V，(Vx = V)
竖直方向：vy = v′ sin θ，(Vy = 0)
m、M 系统水平方向上动量守恒：

MV − m(v′ cos θ − V) = 0

系统的机械能守恒：

1

2
m

[
(v′ cos θ − V)2 + (v′ sin θ)2

]
+

1

2
MV2 = mgh

同样可以解出 W = 1
2

MV2。
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解法 3：
从牛顿第二定律出发，分析 m 和 M 受力情况。

对物体 m，沿斜面向下方向：
mg sin θ = mamx′

垂直斜面方向：

mg cos θ − N = mamy′

对斜面 M，水平方向：
N sin θ = MaM

mg

N

amM am

aM
M

N′

Mg −N

由于物块始终在斜面上，因此有
amy′ = aM sin θ

由以上各式解得

aM =
mg sin θ cos θ
m sin2 θ + M

则对 M 做功
W = MaMS
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从质心的角度出发计算斜面水平方向位移 S：
考虑物块和斜面组成的系统，

系统受竖直方向的重力和桌面的支持力，所受水平方向的合外力为 0。
因此系统质心在水平方向的位移为 0

mS′ + (−S)M = 0

且由几何条件：
h

S + S′ = tan θ

因此得到斜面 M 的位移：
S =

mh cos θ
(M + m) sin θ
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刚体的定轴转动
基本概念

描述刚体转动的物理量及运动学公式
▶ 角速度：ω = dθ

dt
▶ 角加速度：α = dω

dt
▶ 线量和角量关系：v = rω，at = rα，an = rω2

▶ 匀角加速转动公式：ω = ω0 + αt，θ = ω0t + 1
2
αt2，ω2 − ω2

0 = 2αθ

刚体定轴转动定律：M = Iα （注意 M 是外力力矩之和，不是合外力的力矩）

刚体的转动惯量：I =
∑

mir2i，J =
∫

r2dm
平行轴定理：I = IC + md2

刚体转动的功和能
▶ 力矩的功：A =

∫ θ2
θ1

Mdθ
▶ 转动动能：Ek = 1

2
Jω2

▶ 刚体的重力势能：Ep = mghC

刚体的机械能守恒定律：只有保守力的力矩做功时，刚体的转动动能和势能之和为常量，
1
2

Jω2 + mghC = const
刚体的角动量定理：对一固定轴的合 外力矩等于刚体对该轴的角动量对时间的变化率，即
Mz = dLz

dt ，Lz = Jzω

刚体角动量守恒定律：刚体（系统）所受的外力对某固定轴的合 外力矩为 0 时，则刚体
（系统）对此轴的总角动量保持不变，即

∑
Jzω = const
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讨论题

1. 有两个力作用在一个有固定轴的刚体上。判断下列说法是否正确：
(1) 这两个力都平行于轴作用时，它们对轴和合力矩一定是零；
(2) 这两个力都垂直于轴作用时，它们对轴和合力矩可能是零；
(3) 当这两个力的合力为零时，它们对轴的合力矩也一定是零；
(4) 当这两个力的合力矩为零时，它们对轴的合力也一定是零。

2. 一个质量均匀分布的物体可以绕定轴作无摩擦的匀角速度转动。当它受热或受冷（即
膨胀和收缩时），角速度是否改变？

将物理视为绕定轴转动的质点组，因外力矩为 0，所以角动量守恒。
当物体热胀时，可认为每个质点与转轴的距离加大，转动惯量也随之变大。根据角动量守恒定律，
物体的角速度要变小；
反之，物体变冷收缩时，质点与轴的距离变小，转动惯量也变小，物体的角速度变大。
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讨论题

3. 一内壁光滑的圆环形细管，正绕竖直光滑固定轴
OO′ 自由转动。管是刚性的，转动惯量为 J。环的半
径为 R，初角速度为 ω0，一质量为 m 的小球静止于
管内的最高点。由于微小扰动，小球向下滑动。判断
小球在管内下滑过程中，下列说法是否正确：

(1) 地球、环与小球系统的机械能不守恒；
(2) 小球的动量不守恒；
(3) 小球对 OO′ 轴的角动量守恒。

R

O

A

B

C

O′
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解：

(1) 对小球、环管和地球系统，外力的功为 0，非保守力内力只有一对小球和管壁的相互作用
力 N⃗ 和 N⃗′。在小球下滑过程中，管壁压力始终与小球相对管壁的速度方向（与管壁相切）垂

直，所以 N⃗ 和 N⃗′ 这一对力做功之和为 0，此结论与参考系的选择无关，所以有 W非保内 = 0，

因此系统满足机械能守恒条件，其机械能是守恒的。

(2) 小球在下滑过程中始终受到管壁的作用力和重力，而此二力的方向不在同一条直线上，所
以合力不为 0，这就使小球的动量不断发生变化。

(3) 小球对 OO′ 轴的角动量不守恒。

▶ 最开始小球对 OO′ 的角动量为 0；下滑至管中间时，对 OO′ 轴的角动量不为 0
▶ 小球下滑时管壁的压力方向并不通过 OO′ 轴，因而对 OO′ 轴有力矩，角动量不守恒。
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计算题
角动量守恒定律与机械能守恒定律的综合应用

1. 对讨论题 3，求出当小球滑到环的水平直径的端点 B 时，环的角速度为多少？小球相
对环的速度为多少？当小球滑到最低处 C 点时，环的角速度及小球相对于环的速度又各
是多少？

解：
对小球和环系统，在小球下滑过程中系统的

合 外力矩为 0，系统的角动量守恒。小球从
A 到 B 的过程：

Jω0 = (J + mR2)ωB

对小球、环、地球系统机械能守恒。取过环

心的水平面为势能零点，则有

1

2
Jω2

0 + mgR =
1

2
Jω2

B +
1

2
m(ω2

BR + v2B)

其中 vB 为小球相对于环的速度。可以解得

vB =

√
2gR +

Jω2
0R2

mR2 + J

当小球滑到了 C 点，由角动量守恒定律：

Jω0 = JωC ⇒ ω0 = ωC

即环的角速度又回到了 ω0。因环的机械能

E 不变，根据机械能守恒定律

E +
1

2
mv2C = mg(2R) + E

求出小球相对环的速度

vC =
√

4gR
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计算题
角动量守恒定律与机械能守恒定律的综合应用

1. 对讨论题 3，求出当小球滑到环的水平直径的端点 B 时，环的角速度为多少？小球相
对环的速度为多少？当小球滑到最低处 C 点时，环的角速度及小球相对于环的速度又各
是多少？

解：
对小球和环系统，在小球下滑过程中系统的

合 外力矩为 0，系统的角动量守恒。小球从
A 到 B 的过程：

Jω0 = (J + mR2)ωB

对小球、环、地球系统机械能守恒。取过环

心的水平面为势能零点，则有

1

2
Jω2

0 + mgR =
1

2
Jω2

B +
1

2
m(ω2

BR + v2B)

其中 vB 为小球相对于环的速度。可以解得

vB =

√
2gR +

Jω2
0R2

mR2 + J

当小球滑到了 C 点，由角动量守恒定律：

Jω0 = JωC ⇒ ω0 = ωC

即环的角速度又回到了 ω0。因环的机械能

E 不变，根据机械能守恒定律

E +
1

2
mv2C = mg(2R) + E

求出小球相对环的速度

vC =
√

4gR
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计算题
牛顿定律与刚体定轴转动定律的综合应用

2. 一个质量为 M、半径为 R 的均匀球壳可
绕一光滑竖直中轴转动。一根不形变的轻绳
绕在球壳的水平最大圆周上，又跨过一个质
量为 m、半径为 r 的均匀圆盘，此圆盘具有
光滑的水平轴，然后在下端系一质量也为 m
的物体。求当物体由静止下落 h 时，其速度
多大？

R
M

m r

m

两种可行思路：
分析物体受力，利用转动定理、牛顿定律求解物体 m 运动
利用守恒定律
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解法 1：
设 T⃗1 为绳对球壳的水平拉力，α1 为球壳的角加速度，则对球壳应用转动定律：

T1R =

(
2

3
MR2α1

)
圆盘 m 受水平拉力 T⃗′

1（= −T⃗1）与竖直拉力 T⃗2，以 α2 表示圆盘的角加速度，则对圆盘 m 用转
动定律可得

(T2 − T1)r =
1

2
mr2α2

物体受绳子的拉力 T⃗′
2（= −T⃗2）与重力 mg，设其加速度为 α⃗，则根据牛顿定律有

mg − T2 = ma

由于绳子在球壳表面和盘缘上不打滑，所以

α1R = a (1)

α2r = a (2)

联立以上方程可求得 a，再利用 v =
√
2ah 可得

v =

(
12mgh

4M + 9m

) 1
2
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解法 2：
对球壳、圆盘、物体和地球系统，因只有保守力做功，所以机械能守恒，现选 m 初始的高度为势能
零点，则有

1

2

(
2

3
MR2

)
ω2
1 +

1

2

(
1

2
mr2

)
ω2
2 − mgh +

1

2
mv2 = 0

上式中 ω1 和 ω2 分别表示球壳与圆盘在物体下落 h 时的角速度，v 为 m 的速度。它们还有下列关
系：

ω1R = v
ω2r = v

由以上各式可解出

v =

(
12mgh

4M + 9m

) 1
2
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计算题
角动量及机械能守恒定律的综合计算

3. 两个质量分别为 m 与 M 的小球, 位于一固定
的半径为 R 的水平光滑圆形槽内. 一轻弹簧被压
缩在两球间 (未与球连接), 忽略两球间的微小距
离. 用线将两球缚紧, 并使之静止.
(1) 今把线烧断, 两球被弹开后沿相反方向在沟
槽运动, 问此后 M 转过多大角度后会与 m 碰撞?
(2) 设原来储存在被压缩的弹簧中的势能为 U0,
问线断后两球经过多长时间发生碰撞?

R θ

O

M

m
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解: (1) 对两球系统, 系统角动量守恒.
(弹簧对两者的推力对通过圆心 O 的竖直轴的力矩大小相等, 方向相反, 合力矩为零.
其他外力中, 重力和槽底对球的支持力沿竖直方向, 槽壁对球的压力指向圆心, 它们对上述轴的合力
矩也是零)
以 ωM 和 ωm 分别表示二球刚脱离弹簧时角速度的大小, 由于原来二者的角动量为零, 根据角动量
守恒

MR2ωM − mR2ωm = 0 ⇒ MωM = mωm

此后两球和角动量都不再变化, 因而都将沿槽做匀速圆周运动. 设分离后 M 转过 Θ 角, m 转过 θ

角后两者相遇, 应该有

Θ+ θ = 2π

ωM =
Θ

∆t
, ωm =

θ

∆t
由以上各式可得

Θ =
2πm

M + m
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(2) 以两球和弹簧为系统, 系统的机械能守恒.
(没有非保守内力且外力做功为零)

1

2
MR2ω2

M +
1

2
mR2ω2

m = U0

由 (1) 中 MωM = mωm 可得

ωM =

[
2mU0

M(M + m)R2

] 1
2

再利用 (1) 中求出得 Θ 可得

∆t = Θ

ωM
=

[
2π2mMR2

(m + M)U0

] 1
2
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计算题
刚体定轴转动定律与角动量守恒定律的综合应用

4. 半径为 R, 质量为 M 的匀质圆盘, 可绕通过其中心 O 的竖直固定光滑轴在粗糙的水
平面 A 上转动, 摩擦系数为 µ. 初始时圆盘静止, 一质量为 m 的子弹以速度 v0 沿圆盘的
切线打入圆盘, 并嵌在圆盘边缘上与圆盘一起转动. 求 (子弹的摩擦阻力矩忽略不计):

(1) 子弹嵌入圆盘后, 圆盘开始转动的角速度;
(2) 从圆盘开始转动到停止转动所经历的时间.
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解:
(1) 以子弹 m 和圆盘 M 为系统, 由于子弹打入圆盘的短暂过程中, 冲力的力矩大小远大于静摩擦力
矩, 因此可认为系统对固定轴 O 的角动量守恒.
设子弹 m 打入圆盘 M 后一起获得角速度 ω 但尚未转动, 则有

mRv0 =

(
mR2 +

1

2
MR2

)
ω ⇒ ω =

2mv0
(2m + M)R

(2) 子弹和圆盘以角速度 ω 开始转动.
因受到摩擦力矩的作用, 其转速逐渐减小, 经过时
间 t 后停止转动.
圆盘-子弹系统受到的摩擦力矩为

Mf =

∫ R

0
µg m + M

πR2
2πrdr =

2

3
µ(m + M)gR

由转动定律

−Mf = J dω
dt

, J = mR2 +
1

2
MR2

有

−
2

3
µ(m + M)gR =

(
mR2 +

1

2
MR2

)
dω
dt

上式分离变量后积分得∫ t

0
dt = −

3

4

(2m + M)R
µ(m + M)g

∫ 0

ω
dω

解得

t = 3

4

(2m + M)R
µ(m + M)g

把 (1) 中结果带入上式得

t = 3mv0
2µ(m + M)g
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计算题

5. 两个完全相同的均匀球, 球的质量均为 M, 一个球无滑动地水平滚动, 以速度 v 撞向另
一个静止的球. 假定摩擦力足够小, 使得它在碰撞过程中的作用可以忽略. 而碰撞可以看
成时完全弹性的.

(a) 在碰撞后足够长的时间之后, 每个球又作无滑动的滚动. 试求这时每个球的速度.
(b) 初始能量中由于摩擦力而转换的热能是多少?

v

答案: (1) 2
7
v, 5

7
v. (2) 2

7
Mv2
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计算题

5. 两个完全相同的均匀球, 球的质量均为 M, 一个球无滑动地水平滚动, 以速度 v 撞向另
一个静止的球. 假定摩擦力足够小, 使得它在碰撞过程中的作用可以忽略. 而碰撞可以看
成时完全弹性的.

(a) 在碰撞后足够长的时间之后, 每个球又作无滑动的滚动. 试求这时每个球的速度.
(b) 初始能量中由于摩擦力而转换的热能是多少?

v

答案: (1) 2
7
v, 5

7
v. (2) 2

7
Mv2
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