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1 例 1

解：对 B：
T 2 = m2

B(g
2 + a2), (1)

对 A:
T = mAa, (2)

对整体：
F = (mA +mB +mcar), (3)

三个方程，三个未知数，解得：

F =
mA +mB +mcar√

m2
A −m2

B

mBg. (4)

2 例 2

设：悬在空中的绳子长度为 l，认为绳子在桌面上的部分保持静止（这
合理吗？），对于绳子的悬空部分：

(F −mg)dt = d(mv) = vdm+mdv, (5)

其中：
m = λl, (6)

则：
(F − λlg)dt = vλdl + λldv, (7)
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3 例 3 2

则：
F − λgl = λvl̇ + λlv̇ = λ(l̇2 + ll̈). (8)

恒定加速度时，l̈ = a,l̇ = at,l = 1
2
at2, 则：

F = λ(g + 3a)l. (9)

恒定速度时，l̈ = 0,l̇ = v,l = vt, 则：

F = λ(gl + v2).

3 例 3

解: 在转动系中, 珠子沿钢丝作直线运动. 钢丝方向上的力只有离心力:

F = mω2x = mẍ, (10)

这个一阶线性微分方程的解为

x = Aeωt +Be−ωt. (10)

其中 A 和 B 由初始条件决定. 如当初始位移为 x0, 初速度 v0 时, 根据初始

条件

A+B = x0,

Aω −Bω = v0
得到

A = (x0 + v0/ω)/2,

B = (x0 − v0/ω)/2
.

珠子受到杆的作用力与科里奥利力平衡. 这个力等于

~FC = 2m~v × ~ω (10)

在本题中, 它的大小为

FC = 2mω2(Aeωt +Be−ωt),

其中 A 和 B 的表达式如前述. 它的方向满足当旋转半径增大时, 使合速度
加快.

一点扩充: 径向运动质点的科里奥利力
取角速度 ω 的方向为 z 轴正方向. 如果纸面上的物体逆时针旋转, 那么

ω 垂直纸面向外. 反之, 顺时针旋转, ω 垂直纸面向里.



3 例 3 3

建立平面极坐标系 (r, θ). 物体的位置矢量为

~r = rr̂. (10)

基矢 r̂ 是从原点指向质点位置的单位矢量. 对位置矢量求变化率 (也就是速
度), 得到

~̇r = ṙr̂ + r ˙̂r = ṙr̂ + rθ̇θ̂. (10)

上式第二项利用 ˙̂r = θ̇θ̂. 式中 θ̂ 也是单位矢量, 它的方向是 r̂ 方向逆时针旋
转 90◦. 它的变化率为 ˙̂

θ = −θ̇r̂. 我们现在建立的这个坐标系, 是个旋转坐标
系. 质点在坐标系中做径向运动.
对位置矢量求二阶变化率, 得到加速度

~̈r =
(
r̈r̂ + ṙ ˙̂r

)
+
(
ṙθ̇θ̂ + rθ̈θ̂ + rθ̇

˙̂
θ
)

=
(
r̈r̂ + ṙθ̇θ̂

)
+
(
ṙθ̇θ̂ + rθ̈θ̂ − rθ̇2r̂

)
=

(
r̈ − rθ̇2

)
r̂ +

(
2ṙθ̇ + rθ̈

)
θ̂

(10)

它在 r 分量有两项, 第一项是径向加速度, 第二项是质点随坐标系旋转向心
加速度. θ 分量的两项, 第一项是径向运动带来的科里奥利加速度, 第二项是
质点随坐标系旋转的切向加速度.
切向运动带来的科里奥利力, 见课件.
平面直角坐标系怎么推? 设有一个旋转参考系, 与静止系夹角为 θ, 相

应的一阶和二阶变化率为 θ̇ 和 θ̈. 质点在旋转系中的坐标为 (x′, y′), 在静止
系坐标为 (x, y). 它们的变换关系满足 ~x = R~x′, 也就是x = x′ cos θ − y′ sin θ,

y = x′ sin θ + y′ cos θ.
(10)

旋转矩阵 R =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
, 表示绕 z 轴逆时针旋转 θ 角.

一阶导:ẋ = (ẋ′ cos θ − ẏ′ sin θ) + θ̇ (−x′ sin θ − y′ cos θ) ,

ẏ = (ẋ′ sin θ + ẏ′ cos θ) + θ̇ (x′ cos θ − y′ sin θ) ,
(10)

或简写为
~̇x =

d

d t
R~x′ = R~̇x′ + Ṙ~x′ = R~̇x′ + ~ω ×R~x′ (10)



4 例 4 4

最后一项暂不加证明. 类似的, 二阶导

~̈x =
d

d t
(R~̇x′ + ~ω × ~x)

= Ṙ~̇x′ +R~̈x′ + ~̇ω × ~x+ ~̇ω ×R~̇x′ + ~ω × (~ω × ~x)

= R~̈x′ + ~̇ω × ~x+ 2~̇ω ×R~̇x′ + ~ω × (~ω × ~x).

(10)

第一项是在转动参考系中的加速度. 第二项是转动参考系角加速度项. 第三
项是科里奥利加速度. 第四项是向心加速度.

4 例 4

A 作何运动？ A 向右以速度 vA 运动。

B 分别对 A 和 O 作何运动？ B 相对 A 向左以速度 vA 运动；相对 O 静
止。

以 A 为参考系，B 受到的惯性力为何？ A 的加速度为 aA =
v2
A

lA
向上，则

B 受到的惯性力大小为 F0 = mB
v2
A

lA
方向向下。

以 A 为参考系，B 受到惯性力、重力、绳子的拉力，三者合力提供向
心加速度，得到

T = mB

(
v2A
lA

+
v2A
lB

+ g

)
(10)

注意 A 的静止系不是旋转参考系，没有科里奥利力。
如果给 A 的参考系加上角速度，那么 B 的增加的离心力与科里奥利力

的合力会提供一部分向心加速度，结果不变。


