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§9.1 机械波的形成和特征

一. 机械波的形成

t = T/4
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t = 3T/4
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弹性绳上的横波
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媒质质元受扰动发生振动，质元间的弹性

作用可使振动传播，形成波动 — 机械波。

波动是振动状态的传播，不是媒质的传播，

质元并未“随波逐流”。

形成机械波的条件：波源 ＋ 弹性媒质

 “上游”质元依次带动“下游”质元振动。

 “上游”质元的振动状态在较晚时刻出现在

“下游”质元上。



二. 波的几何描述

波（射）线：波传播方向的射线

波（阵）面：振动相位相同的点组成的曲面

— 等相面

波前：最前面的波面



三. 波的分类

按波的性质：机械波，电磁波等

按波线与振动方向关系：横波，纵波

按波面形状：平面波，球面波，柱面波

按复杂程度：简谐波，复波

按持续时间：连续波，脉冲波

按波形是否传播：行波，驻波

.....  



水的流动性和不可压缩性

水波中水质元作2维运动
纵向运动

横向运动

水表面的波既非横波又非纵波：

横波模型、纵波模型、细弹簧纵波【演示】
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1. 波速 u 
振动状态传播的速度，非媒质质元的速度。

与媒质、波的类型甚至频率（色散）有关。

2. 周期 T 
一个完整波通过波线上某点所需时间。

频率  1 
T

 角频率  π2  

四. 波的特征量



3. 波长 ：

波线上相邻的振动状态相同的两点间距离，

反映波的空间周期。

  uT

x

u


— 波数
波矢量 k

 方向：波传播方向

 π2 
u

k 


大小：



§9.2 行波，简谐波

设物理量  沿 x 轴传播，波速为 u，则：

)(
u
xt   代表沿 +x 方向传播的行波。

某种物理量的扰动的传播称为行波。

)ΔΔ(
u

xxtt 




x xx+x

t+t 时刻



x x

t 时刻u

一. 行波

)(
u
xt 

tux ΔΔ 

=



 具有沿 +x 方向传播的性质。)(
u
xt  

同理 具有沿 –x 方向传播的性质。)(
u
xt  

)()  ,(
u
xttx   是行波波函数。

波函数：被传播的物理量  (x, t) 的函数式，

也是媒质质元的运动函数。

 t 时刻 x 处的扰动在 t+t 时刻传到 x+x 处。



二. 简谐波

简谐波传播的扰动是简谐振动，也称单色波。

1. 一维简谐波波函数

设在均匀、无限大、无吸收（振幅不变）

的媒质中传播：

波沿 +x 方向传播

波速为 u 

) cos()  ,0( 0  tAty
 x = 0 处质元振动方程 0点质元振动初相



 ])( cos[)  ,( 0 
u
xtAtxy

一维简谐波波函数

 )π2 cos()  ,( 0
  xtAtxy

 ) cos()  ,( 0  kxtAtxy

简谐波波函数也是 x 点处质元的振动方程。
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    )  ,(~ )( 0  kxtiAetxy

    )( 0 tikxi eAe   
振动因子复振幅

复函数表示法

简谐波波函数中的 0)(  
u
xt 是波的相位，

反映 x 点处质元的振动状态，相位与振动

状态一一对应，所以简谐波的传播也是质元

振动相位的传播。



设 t 时刻 x 处的相位经 dt 传到 x + dx 处：

00 ]d)d[()(  



u

xxtt
u
xt

t
xup d

d


简谐波的波速就是相速度。

相速度 up

uup    
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2. 如何求一维简谐波波函数

xxx Δπ2)(π2Δ 12 
 

沿传播方向每增加  距离，相位落后 2。

相位关系

π2 1  t
x2

 Δ 1 t
x1

1  t
u

相差和距离差关系：



代数量



还需 3 条件：

③ 波的传播方向

② 波长 （或 k, 或 u）

① 某参考点 p 的振动方程：

 ) cos()  ,(   tAtxy p

A — 振幅

 — 角频率

 — 初相位

xp — 参考点坐标



【例】波长 的简谐波沿 +x 方向传播，a 点

(x = d) 的振动方程为 ，求波函数)cos( atA  

上式对 a 点左方的上游点成立吗？

波函数

任一点x
u

d x0

a

【思考】

— 任一点 x 的振动方程：

)](π2cos[  )  ,( dxtAtxy a 






求：反射波函数 y(x, t)

解：全反射， A 不变。

【例】x = 0 处质元振动方程为 Acos t，

波长 ，在反射壁 S 处，反射波相位突变 。

全
反
射
壁

入射波
反射波 S

0



π])2(π2cos[)  ,(   xltAtxy




π]π22π2cos[ 


 lxtA

相差：

再考虑反射壁 S 处，反射波相位突变 ，

l + (l  x) = 2l x

)2(π2 xl 
 l

(l - x)x

全
反
射
壁

入射波
反射波 S

0

波由 0 点经壁反射到 x 点传播的距离为：

沿  x 方向传播 取+、均可



§9.3 波动方程

一. 弹性体受力和形变规律

F
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波函数是质元的振动函数，也是质元偏离平衡

位置的位移。

以纵波为例讨论

二. 应变和波函数的关系

x xx 

),( txy ),( txxy 

对 x  x+x 段质元，设 x 和 x+x 处的位移分别

是 y(x,t) 和 y(x+x,t)，应变为：

xtxytxxy  )],(),([ 

任意位置处的应变： x
y

x
txytxxy

x 





 




),(),(
lim

0

波函数对坐标的一阶偏导数就是应变。



三. 从 3 种常见的振动现象推导波动方程

1. 弦的微小横振动

思路：选质元，作受力分析，列牛顿方程

2T
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x

y
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x xx d

sd设弦张力 T，线密度 l

分析 x  x+dx 小段：

)1(     coscos 2211  TT 

x 方向弦不动：

y 方向弦运动：
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设横截面积为 S，密度 ，选 x  x+dx 小段。

2. 均匀弹性杆的纵振动和横振动

设该小段处于拉伸或正切变状态：
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1F

2F

纵向和横向力：

xx x
yGSF

x
yESF








 11      ,

xxxx x
yGSF

x
yESF

d
2

d
2      ,

 








x 处：

x+dx 处：







































2

2

d

2

2

d

d  

d  

t
yxS

x
yGS

x
yGS

t
yxS

x
yES

x
yES

xxx

xxx





纵向和横向运动方程：

amFF  d12
























2

2

2

2

2

2

2

2

dd  

dd  

t
yxSx

x
yGS

t
yxSx

x
yES































2

2

2

2

2

2

2

2

  

  
   

t
y

x
yG

t
y

x
yE







弹性杆的波动（纵振动、横振动）方程
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举例：地震波传播，沙漠蝎子捕食



3. 管中气体的振动

声波在气体中疏密波，是纵波。

在空间某点处（应理解成很小范围内），

气体振动（气体位移）体积变化

密度变化压强变化

声波的传播过程是绝热过程：气体快速振动，声波

迅速传播，以致气体来不及和周围环境交换热量。

声波的传播伴随着气体的振动：



声压：有声波时的压强和无声波时的压强差：

p > 0  气体稠密区

p < 0  气体稀疏区
0Δ ppp 

设管横截面积为 S，密度 ，研究 x  x+dx 小段。

x 处体积相对变化：
xx x

y
V
V





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x+dx 处体积相对变化：
xxxx x

y
V
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d
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

x xx d
1p 2p



气体近似经历准静态绝热过程，满足泊松方程：

      ,
V

p

C
C

pV   常量

V
Vpp dd   

x xx d
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— 定压热容量

— 定体热容量
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ppp  01

xV
Vpp d

0 
xx

ypp



 0

xxx
yppp

d
02




 x+dx 处压强：



x xx d
1p 2p

运动方程： amSpp  d)( 21

2

2

d

d
t
yxSS

x
y

x
yp

xxx 





















2

2

2

2

   
t
y

x
yp












2

2

2

2

dd   
t
yxSxS

x
yp








 



声波波动方程
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声压振幅： Aup mΔ

声压表达式

)(cos)  ,(
u
xtAtxy  

可证明位移和声压表示的波函数相位差 /2：

)(sin)  ,(Δ
u
xtAutxp  

声波可以用位移表示，也可以用声压表示。位移

是矢量，压强是标量，实际中用声压表示方便。

例如设位移波函数为：

则声压波函数为：



 1 2
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四. 1 维波动方程

u — 波速

方程在不附带任何条件的下的通解是：

)()( 21 u
xtf

u
xtfy 

方程是线性方程，解满足线性叠加性：

若干解的线性叠加仍是解。

不同于常微分方程的通解中的任意积分常数，

f1、f2 是 2 个任意的行波波函数。



确定常微分方程通解中的积分常数需要附加条件：

例如：关于时间的简谐振动方程需要初始条件；

关于流管中的速度分布 — 泊肃叶公式需要

边界条件。

波动方程是关于时间和空间的微分方程，确定行波

波函数 f1、f2 既需要边界条件，又需要初始条件。

总结：求解波动方程，需要结合边界条件和初始

条件（结合具体问题）。



波动方程主要用来讨论关于波的2 种典型问题：

波的传播问题

已知某列波向前传播，会经过各种不同媒质，

求空间中的波函数。

本课程并不使用波动方程讨论，而是采用边界

条件以及一些物理上的考虑把波在媒质界面处

的反射、透射搞清楚，从而得到波函数。

本征值问题（简正模式）

给定边界条件，求系统各种可能的振动模式。

从而了解在各种初始条件下系统一般振动行为。

和耦合振子不同，这是连续系统本征振动问题。
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x0
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y = Acos(t - x/u)

0

u

x x+x

y
y+y

质元的形变势能大，振动动能也大。

§9.4 波的能量

一. 波的能量
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振动系统： .const   , pkpk  EEEE

系统与外界无能量交换

波动质元： .const   , pkpk  WWWW 

与周围质元交换能量 — 能量传播

能量密度 )(sin
Δ
Δ 222

u
xtA

V
W

 w

22

0 2
1d1 At

T

T

 ww平均能量密度



平衡位置处（y = 0），能量密度 w 最大，

最大位移处（y = A），能量密度 w 为零。

能量的传播

0

A
w

x

yw

u

2


22 A 能量“一堆堆”传播



二. 波的强度

单位时间内通过垂直于波的传播方向的

单位面积的平均能量。

u
单位面积

x

u

w 22

2
1 Az

uz  — 媒质 “特性阻抗”

（单位：W/m2）

波的强度 I  等于平均能流密度 ：S

SI  uw

22

2
1 Au

HW
附注
uds是柱体体积  



平面波 .constA

球面波
r

AAr 1.const  ，

柱面波
r

ArA 1.const  ，

 I  2，超声波比普通声波的强度大

 I  A2，对无吸收媒质，考虑能量守恒有：

*
波源

场点

r
.

 z1 > z2，z1 — 波密媒质，z2 — 波疏媒质

HW
附注
I*S=P常量



声压振幅： Aup mΔ

u
pAuI



2

)(Δ
2
1 2

m22 

声波强度

实验上通过测压强幅值变化得到声波强度。

(dB)log10(B)log
00 I

I
I
IL 

规定标准声强： 212
0 W/m10I

声强级：

正常说话 ~ 60dB，噪声 > 70dB，摇滚乐 ~ 120dB。



人的听觉不仅和声强有关，也与频率有关。

例如：强度同为 50dB，1000Hz 的声音很响，

而 50Hz 的声音还听不到。



超声波： > 20000Hz 的声波

次声波： < 20Hz 的声波

可闻声波：20 ~ 20000Hz 

特点：频率高，波长短，能量集中，有良

好的束射性和方向性。

应用：超声清洗，水下定位与通讯、体外

碎石、B超，D超等。

常见于地震、火山爆发、风暴、核爆炸等，

穿透力极强，某些对人体伤害极大。



§9.5 惠更斯原理

惠更斯原理给出了处理波传播方向的普遍

方法，但并不能给出波的强度分布。

一. 惠更斯原理（1690）
1. 波面上的各点可看作是发射子波（次级波）

的波源（点源）。

2. 子波面的包络面（包迹）就是相应时刻的

新波面。

HW
附注
强度是菲涅尔完成的   可解释波的衍射



t +t 时刻波面

ut

波传播方向

t 时刻波面

平面波 球面波

设波在均匀各向同性媒质中传播：

u

t +t

t



二. 波的衍射

波绕过障碍物的边缘而偏离直线传播的现象。

障碍物线度相对波长越小，衍射越明显。

·

·

入射波

衍射波障碍物

a ·

入射波

衍射波

障碍物



广播和电视
哪个更容易
收到 ?

障
碍
物

更容易听到男
的还是女的说
话的声音？

（声音强度相同的情况下）

HW
附注
障碍物挡着直线了   广播波长更长（纯声音，能量少，频率低，波长长  男的



三. 光的折射

u2t

n1

n2

i

入射光 u1
u1t

u2

折射光

r

 sinsin 21 rnin  — 折射定律

iACtuBC sin1 

rACtuAD sin2 

2

1

sin
sin

u
u

r
i


1

2

2

1

n
n

nc
nc



若 n1 > n2 ，n1 — 光密媒质，n2 — 光疏媒质。

A E C

B

F
D

HW
附注
A先到，开始成为一个子光源CD 是包络面



n玻璃

1

0 0

可
见
光 X 射线

反常色散区（吸收带）

r

光的色散

同种介质内，不同频率的光的折射率不同。

对 X 光，玻璃的折射率 < 1，故 X 光从真空

或空气射向玻璃时会发生全反射。

HW
附注
大向小可以全反射   可以用中空毛细管引导X光  
 相速度可以超光速 群速度不行？？
群速度可是代表能量的传播速度，光也是能量的一种，已知其他速度无法超过光速，就算是光的群速度也不能超过光速本身，光的相速也没办法超过，理想条件下相速只与介质有关，



§9.6 波的叠加和驻波

一. 波的叠加原理

如听音乐可辨出不同乐器的音色、旋律。

波的叠加原理：在几列波相遇、互相交叠的

区域里，某点振动是各列波所引起的振动的

合振动。

波传播的独立性：几列波可以保持各自特点

（传播方向、振动方向、振幅、波长、频率）

同时通过同一媒质，互不影响。

波的叠加【TV】



波的叠加原理由波动方程的线性所决定，当

波的振幅、强度过大时，会出现非线性现象，

叠加原理不成立。

二. 波的干涉

波叠加的空间区域所产生的稳定的强度分布。

相干条件：1. 频率相同

2. 振动方向相同

3. 相差恒定

HW
附注
激光达到半导体上出现倍频

HW
附注
振动方向不要求那么严格，只要振动方向不完全垂直就行（有分量即可



三. 驻波

设两列相干的简谐波为：

π)2cos(1 
 xtAy 

π)2cos(2 
 xtAy 

驻波是一种重要的干涉现象。

+x 方向：

–x 方向：

两列相反传播的行波相干叠加就可形成驻波。

21 yyy  txA 


cosπ2cos2 
无传播特征

HW
附注
波函数不表示振动方向，这是标量波函数（y换任意一个字母均可



t = 0

y

0 x

波
节

波
腹

/2

0t = T/8 x

txAy 


cosπ2cos2 

x0t = T/4

2A

t = 3T/8 0
x

0t = T/2 x

0

2A

-2A
振动范围 x

HW
附注
波节始终不动，可以达到最大处称波腹

HW
附注
相邻波节之间振动是同向，成为区域，相邻区域之间振动是反向



与坐标有关，出现振幅最大处 — 波腹和振幅

最小处 — 波节，相邻波节距离是 /2。

与坐标无关 — 相位不传播。

振幅：

相位：

驻波特点

tcos

π2cos2

xA

驻波本质：分段振动，相邻波节之间为一段。

同段内质元振动同相，邻段的质元振动反相。

HW
附注
肯定考



合能流密度 0)(  uu  ww能量：

驻波不传播能量。能量封闭在相邻波节

和波腹间，此区间内质元进行能量交换：

能量交换区



四. 波在界面的反射和透射

0

透射波 y2

反射波 y1

入射波 y1

z2z1 x

)π2cos( 1
1

11 


 
xtAy

) π2cos(  2
2

22 


 
xtAy

) π2cos(  1
1

11 


 
xtAy

入射波

反射波

透射波

HW
附注
w/u=2pi/lamda



② 界面两侧应力相等（牛III定律）

① 界面两侧质元位移相同（接触）

0

2

0

11

  
















 


xx
S
F

S
F

S
F

机械波⊥入射时，波函数满足界面关系：

代入波函数，利用三角函数独立性可得：

    0 20 11   xx yyy

0 

2
2

0 

11
1

























xx
x
yE

x
y

x
yE设是纵波：

HW
附注
左边趋近0-，右边0+

HW
附注
本质是总波函数的连续

HW
附注
量子力学会直接给这个条件，就是波函数，波函数一阶导数的连续



透射波：

（2）若 z1 < z2 ，则  1 =  1  

（1）若 z1 > z2 ，则  1 =  1反射波：

1. 相位关系

波密到波疏，界面处反射波和入射波同相

波疏到波密，界面处反射波相位突变 

— 半波损失

不论 z1 > z2 还是 z1 < z2 ， 2 =  1

界面处透射波总是与入射波同相



正脉冲在轻绳和密绳间的反射、透射



反射比

，  1
21

21
1 A

zz
zzA




 1
21

1
2

2 A
zz

zA




2

21

212

1

1

1

1 )( 


















zz
zz

A
A

I
IR

2
21

21
2
11

2
22

1

2

)(
4

zz
zz

Az
Az

I
IT


透射比

R + T  = 1 
（能量守恒）

2. 振幅关系：

 z1 、z2 互换， R、T 不变

 z1 >> z2 或 z1 << z2 时，R  1，T  0，全反射

 z1  z2 时，R  0（无反射），T  1，全透射

HW
附注
在学光学菲涅尔关系前可以不记



要使声波进入钢，不能有气隙。常在钢表面

涂一层油以增加透射率。

实际的波发射和接收装置都需要设置过渡层，

以保证声阻抗的“匹配”，如 B 超。

z(kg/m2s) T

空气（标准状况） 420 空气→水 0.001

水 1.5106 空气→钢 0.00004

钢（按纵波算） 4.6107 水 →钢 0.12



全反射下的入射波和反射波

波腹

相位不变

波疏媒质波密媒质

x

驻波

波节

驻波相位突变 

波疏媒质 波密媒质

x

2




2）S1 面反射波 y1，

设振幅为A1

求：

1）1区入射波 y1

如图示，简谐波沿 x 方向传播，a 点振动

方程为 1u1 < 2u2  3u3 。，tAya cos1
【例】

2u21u1

d
Dl

S1 S2

0

1 2

a
xx

3
3u3y

y1

y1

y1

4）使反射波 y1和 y1在 1 区干涉相消的 Dmin

3）S2 面上反射回 1 区的波 y1，设振幅为 A1



解： 1） )(cos)  ,(
1

11 u
dxtAtxy 

 

2u21u1

d
Dl

S1 S2

0

1 2

a
xx

3
3u3y

y1

y1

y1

2）       π])(cos[)  ,(
1

11 



u

xlldtAtxy 

π])2(cos[ 
1

1 



u

dlxtA 

HW
附注
lamda/2pi=u/w

HW
附注
检验：-x州传播，故x前为正



3） )2(cos)  ,(
21

11 u
D

u
xlldtAtxy 


 

2u21u1

d
Dl

S1 S2

0

1 2

a
xx

3
3u3y

y1

y1

y1

)22(cos
21

1 u
D

u
dlxtA 


 



4）如何使 y1和 y1产生相消干涉：

π])2(cos[ 
1

11 



u

dlxtAy 

)22(cos
21

11 u
D

u
dlxtAy 


 


2

11
2π
u
D



)](cos[ 11 xtA  
令

)](cos[ 11 xtA  
令

合振动振幅由相差 1  1决定。

相长干涉：1  1 = 2k (k = 0, 1, 2)



相消干涉：1  1 = (2k +1) (k = 0, 1, 2)

使 y1和 y1产生相消干涉应满足：


2π)1( ukD 

2
)1( 2 k

22min D

媒质 2 可作为隐形涂层。

【思考】此题有 Bug ，想想是什么？

π)12(2π
2

11  k
u
D

HW
附注
在D2内有来回反射，得用波动方程  把一堆反射波合成一个  振幅和相位不同，但是频率一样   A1'cos(wt+phi)  2区的是一个正向的叠加负向的  

HW
附注
y3再来一个  五个方程十个未知数 入射波知道，只剩八个    两个界面四个方程



§9.7 简正模式

驻波是波通过系统边界反射相干叠加产生的

多自由度系统的某个特定频率的集体振动。

简正模式：任何系统都存在特定频率的集体

振动。一种频率对应一种稳定的振动方式。

简正模式和频率完全由系统（含边界条件）

决定，与外界因素（初始条件）无关。

相应频率称作简正频率或固有频率。

驻波是一类特殊的简正模式：还有波长概念。



2 类常见边界条件

入射波和反射波在固定端引起的

振动反向，叠加后相消，固定端

是波节。

固定边界条件

正脉冲传到固定端，绳会对端点

施加一个向上作用力，端点则对

绳施加一个向下反作用力，从而

产生反射的负脉冲。

)(    0),( 位移为零
固定端


x

txy

注意：波函数是入射波和反射波叠加的总波函数



入射波和反射波在自由端引起的

振动同向，叠加后加强，所以自

由端是波腹。

自由边界条件

正脉冲传到自由端，绳端点不受

约束，则靠惯性继续向上运动。

相当于对绳头施加一个向上作用

力，从而产生反射的正脉冲。

)(    0),(
应力为零

自由端






xx
txy



两端固定的弦中的简正模式

L

…， 3,2,1
2

 nLn n

n
L

n
2



L
unu

n
n 2




 （u 是弦中波速）

固定点为波节： n = 2
二次
谐频 22

n = 3
三次
谐频 23

n = 1
基频

21



n = 3
三次
谐频 23

n = 1
基频

41

一端固定，一端自由 两端自由

L

…， 5,3,1
4

 nnL n
L

…， 3,2,1
2

 nnL n

n = 1
基频

21

n = 2
二次
谐频

2



末端封闭 末端开放

笛中简正模式



圆形薄膜中的简正模式

HW
附注
调整锤子的频率，直到等于鼓的频率

HW
高亮

HW
高亮

HW
高亮

HW
附注
所有质元同频率振动，不然反向



矩形薄膜中的简正模式

薄膜驻波现象 玻璃板振动模【TV】

HW
附注
边界不动故边界都是结线



圆环弦中的简正模式

此模型在量子力学早期是重要物理图像



1 维简正模式的求解












初始条件

边界条件
定解条件        1

2

2

22

2

t
y

ux
y




















0),( 

0),( 
  

自由端

固定端

边界条件

x

x

x
txy

txy




















每个质元初始速度

每个质元初始位移

初始条件
   )(),( 

   )(),( 
  

0

0

xg
t

txy

xftxy

t

t

初始条件可类比离散的耦合振子系统就能理解。



既然简正模式是种集体振动：不同位置振幅不同，

但频率相同，这说明简正模式的波函数或振动函

数形式为：
)()(),( tTxYtxy 

移，最大值为振幅：反映不同位置处的位)(xY
tttT  sin  cos )( 或子，应是：反映同频率的振动因

数学上称为分离变量法：齐次线性微分方程附加

齐次边界条件，一定可以用分离变量法求解。

将上面波函数代入波动方程可得：

2

2

22

2

d
)(d1

d
)(d

t
tTY

u
T

x
xY





上式可分为下面两个常微分方程：

2

2

22

2

d
)(d11

d
)(d1

t
tT

Tux
xY

Y
 C

0
d
d

2

2

CY
x
Y0

d
d 2

2

2

 TCu
t
T



































0)( 

0)( 
    

0),( 

0),( 
  

自由端

固定端

自由端

固定端

换为边界条件

x
xY

xY

x
txy

txy

x

x

要满足边界条件，必须 C > 0，令：

2kC  从量纲判断，k 是波数

HW
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
















0)(    0)(   

0
d
d 2

2

2

自由端
固定端

或边界条件
x
xYxY

Yk
x
Y

关于空间部分 Y 的方程变为求解本征值问题：

可解出本征函数、本征波矢、固有频率：

  )(      ,...2,1   ,   ,   ),( uknkxY nnnnn  

即： 0)(
d

)(d 2
2

2

 xYk
x

xY
nn

n



特别是本征函数具有正交性：








 mn
mn

xxYxY nmmn    0
   1

d)()( 
边界内

关于时间部分 T 的方程变为：

0
d
d 2

2

2

 T
t
T

n

tt nn  sin  cos 和两个线性无关解：
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注意：简正模式通过求解本征值问题得到，本征

值问题完全决定于系统，特别是边界条件

至关重要，和初始条件（外界扰动）无关。

所以简正模式只决定于系统。

简正模式

  ,...2,1   ,sin)(   ,cos)( ntxYtxY nnnn 

空间和时间函数乘积就是简正模式的波函数

或振动函数：

在数学上，求解简正模式就是求解波动方程在特

定条件下（边界条件）的所有可能的特解。



系统中的波或振动

一般情况下，系统中的任何波扰动（振动）由

有限或无限个简正模式线性叠加而成。

 
n

nnnnnn txYBtxYAtxy ]sin)(cos)([),( 

组合系数 An、Bn 由初始条件定。




















每个质元初始速度

每个质元初始位移

初始条件
   )(),( 

   )(),( 
  

0

0

xg
t

txy

xftxy

t

t

在数学上，上面关系就是通解和特解的关系：

初始条件不一样，通解不一样，但特解不变。
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附注
求的办法就是正交性，



 
n

nnnnnn txYBtxYAtxy ]sin)(cos)([),( 

组合系数 An、Bn 可由本征函数的正交性来确定：

 



n

nnnnnnnn txYBtxYA
t

txy ]cos)(sin)([),( 

令 t = 0 得：

)()()0,( xfxYAxy
n

nn  

 




 n
nnn

t

xgxYB
t

txy )()(),(

0



两边同乘以 Ym(x)在边界内积分可得：



  
边界内边界内   d)()(d)()( xxYxfxxYxYA m

n
mnn


边界内 d)()(   xxYxfA mm

  
边界内边界内   d)()(d)()( xxYxgxxYxYB m

n
mnnn

m

m
m

xxYxg
B


 边界内 d)()(

   



不同的波扰动，所包含的每种简正模式的

“比重”不同，有些模式可能不出现：

从中间拨动琴弦，则中点必为波幅，所以中

点为波节的那些模式不出现。（控制音色）

通过共振可激发单个简正模式。（调音准）



求：声波在空气中的声速 u 。

解：发生共鸣时形成驻波，

管口为波腹，水面为波节。

空气柱长度满足条件：

2,1,0
4

)12(     nnL ，


一频率为 248.5Hz 的音叉放在盛水的细

管口，连续调节水面高度，当空气柱的高度

相继为 L1 = 0.34m 和 L2 = 1.03m 时发生共鸣。

【例】

L1
L2
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声速：

, 
4

)12(1


 nL  
4

]1)1(2[2


 nL

, m38.1)(2   12  LL

m/s3435.24838.1  u

两次共鸣的频率不变 — 两次激发模式相同，

0
)(2

3

12

21 




LL
LLn

 
41


L

L1

 
4

3
2


L

L2

波长满足：

对声音的压强纵
波，需把波节和
波幅调换（为何）
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§9.8 多普勒效应

一. 机械波的多普勒效应

多普勒效应：由于波源或观察者的运动，

使接收到的频率不同于波源频率的现象。

波源频率S ：波源在单位时间内振动的次数，

或发出的完整波的数目。

波的频率 ：单位时间内，媒质质元的振动

次数，或通过媒质中某点完整波的数目。


 u





运动方向：在波源 S 和接收器 R 的连线方向。

vS > 0 vR < 0S R

接收频率R ：接收器（观察者）在单位时间

内接收的振动次数或完整波的数目。

参考系和速度：参考系是媒质，波源速度 vS

和接收器速度 vR是相对媒质的速度。

符号规定：波源向着接收器运动 vS > 0，背着

接收器运动 vS < 0；接收器向着波源运

动 vR > 0，背着波源运动 vR < 0；
声速取绝对值 u > 0 。



S
RR

R 



u

uu vv 





R 接近 S ： SR  

R 远离 S ： SR  

1. 波源静止 vS = 0，接收器运动 vR  0

R

u

S

vS = 0 vR



 u

 S波源静止，所以：

接收器运动，单位时间内接

收的完整波个数发生变化：




 u
R

波源运动前方波长缩短


 u
R

SS )( Tu
u
v

 S
S


v


u

u

2. 波源运动 vS  0，接收器静止 vR = 0

vSTS



0 = uTS

S
R

vS

S

R



接收器静止，所以：
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水波的多普勒效应，波源向左运动



RS  

S
S

R
R  

v
v







u
u

u
u


u

u R
R

v


S
S

R 
v
v





u
u

3. 波源运动 vS  0，接收器运动 vR  0

这种情况下：

考虑接收器对媒质的运动，应有：

考虑波源对媒质的运动，应有：

S
S


v


u

u

（接收波的数目变）

（媒质中的波长变）



*4. 机械波的多普勒效应的一般形式

S
SS

RR
R cos||

cos|| 







v
v

u
u

S R

Rv

Sv

Rθ

Sθ

是 与 之间夹角R Rv RS

是 与 之间夹角S Sv SR

SRSRSR   ,π  ,   vv 
无相对运动情形：

横向运动情形：

机械波不存在横向多普勒效应

SRSR   ,2π  



电磁波不同于机械波，不需要媒质。

二. 电磁波的多普勒效应

S

22

R cos










||c
c

相对

相对

v
v

SR  ,2π   — 横向多普勒效应

由相对论可导出：

注意：起作用的是相对运动（相对速度），

按“波源相对接收器运动”或按“接收器相对

波源运动”，结果是一样的。

S R
S R

相对v



纵向多普勒效应

:   0光源和接收器相对接近时，

SR  
||
|| 

v
v





c
c

:   π光源和接收器相对远离时，

SR  
||
|| 

v
v





c
c

频率增大

频率减小

频率变化与机械波的情形一样。



三. 激波

波源速度 vS > 波速 u 时，后发出的波面将超

越先发出的波面，形成锥形波面 — 冲击波。

sin
1S 

u
v

马赫数：

对超音速飞机的最小飞行高度要有一定限制。

冲击波带



ut

vSt


马赫锥

S
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超音速子弹在空气中形成激波，马赫数 2



四. 多普勒效应的应用

测速（固、液、气）

多普勒红移（“大爆炸”宇宙论）

卫星跟踪

在介质中，高能带电粒子速度超过光在介质中

的速度时，产生锥形电磁波 — 切连柯夫辐射。

它发光持续时间短（数量级10 -10s），不易引

起脉冲重叠，可用来探测高能带电粒子，也可

用来作起始脉冲和截止脉冲。

*电磁激波 — 切连柯夫辐射
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多普勒测速仪 超声多普勒效应测血流速

多普勒效应【演示】



【例】一静止声源 S 的频率S = 300Hz，声速

u = 330m/s，观察者 R 以速度 vR = 60m/s 向右

运动，反射壁以速度 v = 100m/s 也向右运动。

解：R 收到的声源发射波的频率：

求：R 测得的拍频? vvR

RS*
S



S
R

R 
u

u v
 （各量为绝对值，下同）

反射壁收到的声源发射波的频率：

S
u

u v




R 收到的反射壁反射波的频率：

S
RR

R 
u

u
u

u
u

u v
v
v

v
v 











拍频： |2|    || S
R

RR 
v
vv




u

Hz8.55

300
100330
601002 





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§9.9 复波，群速度

简谐波频率单一（单色波），在时间、空间

上无限延续（波列无限长），除了频率和振

幅外不携带任何信息，称为载波。

一. 复波

可按某种规律对作为载波的简谐波进行调制，

有调幅、调频、调相等方式。被调制的简谐

波是复波，可以携带和传递信息。

复波是非简谐波，由有限多或无限多个不同

频率的简谐波叠加而成。



例如，把传播方向相同、振幅相同、频率相

近、波速相近的两个简谐波叠加可得调幅波：

kkkk  2121      ,  

212121      ,     , kkuu 其中

k
uuup







2
21

k
ug 




2
     ,

2
2121 kkk 





记

)cos(    , )cos( 222111 xktAyxktAy  



)cos()
22

cos(221 kxtxktAyyy   

特点：振幅缓慢变化、相位迅速变化的调幅波

小 小

振幅

大 大

相位

x

y
2A

振幅未调制 )cos(2 kxtAy  

x

y
A

)cos(    , )cos( 222111 xktAyxktAy  
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调幅波又称波群或波包，波群整体移动速度

或波包移动速度称为群速度。

x

y
2A

)cos()
22

cos(221 kxtxktAyyy   

振幅受包络因子调制，产生“波拍”现象。

)
22

cos( xkt 



包络因子



包迹移动速度 — 群速度ug

kk
ug d

d
Δ
Δ 


k

up




小峰移动速度 — （平均）相速度up

x

y
2A



二. 色散

色散指不同频率 （或波数 k、波长 ）的波在

媒质中以不同的波速 u 传播的现象。

在无色散媒质中，频率和波数是线性关系：

 = uk u = 常数

无色散媒质

1  2 时，u1 = u2

色散媒质

1  2 时，u1  u2

在色散媒质中，频率和波数关系为：

 = u(k)k = (k) 



(k)、u(k) 称为色散关系，反映媒质的色散规律，

由波和物质的相互作用机制决定。

例如，深水表面重力波的色散关系：

gk

传播于1维刚性棒的横波的色散关系：

2ak 或 aku 

正常色散： 0
d
d


k
u

反常色散： 0
d
d


k
u



三. 波包、群速度

实际的波包一般由频率 （波数 k、波长 ）连续

变化的简谐分波构成，频率 （波数 k、波长 ）
分布在一定范围内。

波包波函数：

kkxtkkatxy d ])(cos[)(),(
0


 

a(k) — 振幅谱密度函数，振幅按波数 k 的分布

a(k)dk 是频率为 (k) 的简谐分波的振幅

用波数 k 作自变量是习惯，也方便：这样色散关系

(k) 可直接显示出色散将对波包传播有影响。



k0 k0

a0

e
a0

a(k)

k

下面用一个典型的振幅谱密度函数 a(k)，求出波包

函数 y(x, t)，考虑色散的影响，研究波包的性质和

运动，所得结论具有普适性。

设 a(k) 是高斯型函数：
2

0 )(
0)( kkeaka  

为了计算积分，把 (k) 在 k0 附近作展开，保留

到 2 阶求导项：

2
02

2

00 )(
d
d

2
1)(

d
d)()(

00

kk
k

kk
k

kk
kk





2 k谱线宽度



2
0)( KKk   

  
00

2

2

000 d
d

2
1   ,

d
d   ,)(  , 

kk kk
kkkK令

2

0)( Keaka 

kkxtkkatxy d ])(cos[)(),(
0


 为计算积分：

用欧拉公式把三角函数写成复指数函数更容易求，

求出积分取实部即可（注意：这种技巧要求原三角
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一般振幅谱线宽度 k 很窄，积分可扩展至  ：
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利用数学积分公式：
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其中 a、b 是复数，积分收敛条件：Rea2 > 0
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 a若 ，积分收敛条件总能满足
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可得积分结果：



1.  1 阶色散效应、群速度
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0只考虑 1 阶色散效应，令 ，波函数变成：
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波包移动的速度 — 群速度 ug 可通过包络因子

的宗量 求出：  xt 
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由包络因子

可得波包中心位置：

只考虑 1 阶色散效应，波包包络线上每一点

移动速度都一样，都是群速度 ug
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波包宽度和振幅谱线宽度乘积：
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由包络因子 可得波包宽度：

令波包从中心最大值降到

对应的坐标为      xx 和
e
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2.  2 阶色散效应、波包塌缩

其中实指数因子 对波包的形状和运动

起主要作用，用它作分析。

)(4
)(

222

2

 t
xt

e 











][               

π),(~

)(
0

)(4
)(

)(4
)(

)arctan(
2
1

222

00
222

2

222

2

txkit
xt

t
xttiti

eae

ee
t

txy







































考虑 2 阶色散效应，波函数为：
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波包中心的速度仍等于群速度：

但考虑波函数中的因子 ，波包中心

的幅值会随时间降低。2 阶色散 值越大，波包

幅值降低越快。

 π
222 t 

 



  14
2







  
 txxx




1)(4
)(
222

2









ee t
xt





 2

12    





  
 ttx




由因子 可求出波包宽度：)(4
)(

222

2

 t
xt

e 











表明波包宽度随时间增长而增大，2 阶色散 值

越大，波包展宽越快。
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由于 2 阶色散效应，波包展宽，导致包络线上

每一点移动速度不一样。

波包前沿坐标：

波包前沿速度：



由于 2 阶色散效应，波包前沿速度比中心速度快，

波包展宽，直至塌缩消失。



3. 总结
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群速度、相速度及其关系
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在介质中，群速度、相速度的求解需要

知道色散关系 (k) 或 u(k) 。

色散项

波包宽度和振幅谱线宽度关系

 1  kx 
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例如，对于前面的深水表面重力波：

gk色散关系：

相速度：
k
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k
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

群速度：
k
g
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ug 2
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对中心波数为 k0 的波包，其相速度和群速

度分别为 ：
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群速度是能量和信号传播的速度，是真实

的物理速度，不能超过真空中的光速，相

速度可以超过真空中的光速。

对无色散介质，相速度为常数，du/dk = 0，
波包的群速度等于相速度，波包在传播过

程中波形保持不变。

对简谐波，不论是否是色散介质，群速度

总等于相速度。

对群速度几点说明：



对色散介质， du/dk  0，波包的群速度

不等于相速度。

|du/dk| 越大，色散越严重，波包越不稳定。

只有在 |du/dk| = 0 或 |du/dk| 很小的情况下，

波包才稳定。

色散较大时，波包会扩散直到消失，此时

群速度将失去意义。



非线性介质中，相速度和振幅有关，非线性

效应可引起波包挤压，抵消色散引起的波包

扩散，形成形状不变的孤立波 — 孤子。

孤子在信号传播中有重要应用。

孤子



四. 波的单色性和准单色波

波的单色性可由强度谱密度函数 i() 反映。

 — 谱线宽度，0 — 中心频率

0 0
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d)( iI

i()是频率 +d的简谐分波贡献的强度，

反映波的强度按频率的分布，由波源决定。


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d
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强度谱密度函数也可以用波长作变量 i()。

 — 谱线宽度，0 — 中心波长

0 0
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i()是波长    +d的简谐分波贡献的强度，

反映波的强度按波长的分布。
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准单色波条件用频率或波长表达为：

 << 0        << 0 

【思考】00 = 2u 吗？

一般 “频率为或波长为 的波” 是指：

中心频率为 0 或中心波长为 0 的准单色波。


0

i()

【思考】右图是什么波？

 Δ

0


比值 或 越小，波的单色性越好。
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Δ
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