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振动

（简谐振动）

受迫振动（有阻尼）— 共振

自由振动
阻尼自由振动

无阻尼自由振动

无阻尼自由非谐振动

无阻尼自由谐振动



▲ 简谐振动是最简单、最基本的振动，可用

来研究复杂振动。

一. 简谐振动定义

 ) cos(   tAx

x 可以是位移、电流、场强、温度…

物理量随时间按正弦或余弦变化的过程：

§8.1 简谐振动

▲ 简谐振动是理想化模型，许多实际的小幅

振动都可以看成简谐振动。
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动力学方程

【例】竖直弹簧振子
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【例】复摆（物理摆）
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动力学方程

振动的物理量都满足相同的微分方程：
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通解的数学写法： tbtax  sincos 

（二阶常系数线性齐次常微分方程）

两个线性无关的特解： tt  sin     cos 、

 ) cos(   tAx通解的习惯写法：



1. 角频率、圆频率、固有频率、特征频率 

只决定于系统

简谐振动的 3 个特征量

2. 振幅  2 2

2
02

0 k
ExA 


v

3. 初相（位）

 )(tg 
0

01

x
 v

 
（一般取主值）

HW
附注
你怎么拉无关



根据初始条件可得：
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A 和 和初始条件、系统都有关。

给定角频率 、振幅 A、初相 ，就给定

了一个简谐振动。

1. 受力特征   kxF 

F — 广义恢复力：力、力矩

x — 广义位移：位移，角度

k — 等效劲度系数

二. 简谐振动判据



2. 微分方程  0
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三. 旋转矢量法、相矢量法
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解：分析受力

恢复力 ky
令

.const2  gSk 

是简谐振动

角频率 mSgmk  2

gSyF 2

【例】截面积 S 的 U 形管内装有质量 m、

密度 的液体，使两边液面有高度差，忽略

管壁和液体间的摩擦，判断液体柱振动性质。
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另法，分析能量
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【例】证明稳定平衡位置附近的微振动是

简谐振动。
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在 x = 0 附近将势能展开：

对微振动，可取到 x2 项，且令 Ep(0) = 0

证明：



2

0
2

2

d
d

2
1)(   x

x
E

xE p
p 












 稳定平衡位置附近的微振动是简谐振动。
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一. 振动方向相同、频率相同

π,212 k 21 AAA 

π,)12(12  k || 21 AAA 

)( 整数k

结果是同频率简谐振动

§8.2 简谐振动的合成
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)cos( 111   tAx

)cos( 222   tAx

)cos(   tAx

重要特例：

同相

反相
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n 个振幅相等、初相依次相差常量 的简谐

振动的合成

结果是同频率简谐振动： )cos(   tAx
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重要特例：

naA 
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合成结果为非简谐振动：

)cos( 11   tAx

)cos( 22   tAx

重要特例：若 1、2 大，而差值小，则合

振动振幅时大时小，称为“拍”。

为简单设：
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二. 振动方向相同、频率不同



A = Amax = 2A21 AA
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， 同向重合时，

反向重合时，21 AA


，

 ||  21  拍拍频

振幅缓慢变化：

可用来测频率，或得到更低频的振动。

“拍”现象
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三. 振动方向垂直、频率相同
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 = yx

 = 0
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 = /4  = /2  = 3/4

 =   = 5/4

（-3/4）

 = 3/2

（-/2）

 = 7/4

（-/4）

(0, )，y 领先 x，右旋

(-, 0)，y 落后 x，左旋
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1. 1/2 = m/n，m, n 是整数

轨迹为稳定闭合曲线 — 李萨如图形

达到最大次数

达到最大次数
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应用：测定未知频率
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四. 振动方向垂直、频率不同



y : x

1 : 2

1 : 3

2 : 3

y  x
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0 /4 /2 3/4 

Ay : Ax = 3 : 2
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搞成闭合曲线，端点数一次，其他数两次



合成轨迹为非闭合曲线

两振动若有弱耦合，

1: 2 就近锁定为两

整数比 — 锁频现象，

如生物钟现象。

2. 1/2 = 无理数



§8.3 傅里叶级数和谐振分析

一.实数形式的傅里叶级数
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周期为 T 的实函数可展开为傅里叶级数：
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利用三角函数正交性求傅里叶展开系数：
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傅里叶级数的收敛性判定 — 狄利克雷定理

若函数 f(t) 满足条件：（1）处处连续或

在每个周期内只有有限个第一类间断点，

（2）在每个周期内只有有限个极值点，

则（1）在连续点 t 处

)(tf傅里叶级数

（2）在间断点 t 处

2
)0()0( 


tftf

傅里叶级数

间断点处的左、右极限



狄利克雷定理中关于周期函数的 2 个条件是

傅里叶级数收敛的充分条件，充分必要条件

尚不清楚。

【例】锯齿函数的傅里叶级数









可把三角函数看成是线性空间的基
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函数内积

不同频率的三角函数是线性独立的

【思考】下面方程能得到什么？
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二. 复数形式的傅里叶级数
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利用复指数函数的正交性求傅里叶展开系数：

xixeix sincos 利用欧拉公式 可证明实数和

复指数形式的傅里叶级数的系数关系：



周期为 T 的任意振动可分解为傅里叶级数：
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k = 1             基频（ ）
k = 2     二次谐频（2）
k = 3     三次谐频（3）



决定音调

决定音色
高次
谐频

三. 谐振分析

任意振动 简谐振动线性叠加
傅里叶分析

分解



x2n = 0,  n = 1, 2, …
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分立谱： 例如方波：

赞美歌唱家：

“声音洪亮，

音域宽广，

音色甜美”，
各指什么因素?
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§8.4 二阶线性常微分方程

f (x) = 0 ：齐次的， f (x)  0 ：非齐次的

a0(x), a1(x), a2(x) 若都是常数：常系数的

1000 )(   ,)( bxybxy 

如果 a0(x), a1(x), a2(x) 及 f (x) 在区间 ( x0 ,  x0+  )
内连续，则对任意给定的“初始”条件：

b0、b1 是实数，方程存在唯一解：y = y(x)



函数的线性相关性

对函数 y1(x)、y2(x) 如果有不全为零的常数 c1, c2 

使等式 c1 y1(x) + c2 y2(x) = 0 在区间 [a, b] 上成立，

称函数 y1(x)、y2(x) 在区间 [a, b] 上线性相关，

否则称线性无关。



一. 二阶齐次线性常微分方程

若方程有 2 个线性无关的特解 y1(x)、y2(x)，则

方程通解是这 2 个线性无关特解的线性叠加：

y(x) = c1 y1(x) + c2 y2(x)  （ c1, c2 是任意常数）
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把通解 y(x) 代入“初始”条件

可确定系数 c1、c2 。

1000 )(   ,)( bxybxy 



二. 二阶非齐次线性常微分方程

通解是其某个特解叠加相应齐次线性方程的通解：

y(x) = y*(x) + c1 y1(x) + c2 y2(x)
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求特解 y*(x) 方法：“常数变易法”或“待定系数法”

“待定系数法”是一种观察和尝试法：

利用非齐次项 f (x) 的特点猜测特解形式。



三. 二阶常系数齐次线性常微分方程

是重根

 =  + i是单根，

 =   i也是单根

1、2 是互异实根

2个特解特征根

xx exyexy 21 )(  ,)( 21
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0  aaa 特征方程： 特征根：1, 2



四. 二阶变系数齐次线性常微分方程

不一定能找到用初等函数表示的解，可考虑幂级数

形式的解。
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要求方程在 x0 处附近的解，若 a(x)、b(x) 在 x0

处可展成幂级数，则可假定解具有幂级数形式：
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0
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求出 1 阶和 2 阶导数，代入方程变成恒等式，

确定出待定系数 ak ，得到解。



要求方程在 x0 处附近的解，若 a(x)、b(x) 在 x0

处不能展成幂级数，比如是 x 的有理分式，分

母在 x0 处为零，则可尝试广义幂级数形式的解：







0
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k

k
k xxaxxxy 

其中 、ak 都是待定系数。
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§8.5 阻尼振动

,0 m
k

固有频率
m2
 阻尼系数

阻尼振动方程

0
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d 2
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 x
t
x

t
x 

振子运动时一般会受阻尼力作用：如气体、

液体的粘滞作用，速度不大时，阻尼力和

速度成正比： v阻尼f

2 阶齐次线性常微分方程



— 衰减因子，振幅随时间衰减te 

一. 欠阻尼（ < 0）

22
0   —周期比系统固有周期长

)cos( 00    teAx t



振子能量的耗散
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品质因素 Q — 反映振动质量

)()(
)(π2 π2

TtEtE
tEtQ



每周期损失能量

时刻体系能量

对弱阻尼  << 0 ：
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时间内，振动次数越多，振动质量越好。

或 Q 值越大，振动质量越好。

无线电震荡回路 Q ~ 102

音叉、钢琴： Q ~ 103

激光器光学谐振腔： Q ~ 107
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二. 过阻尼（ > 0）

三. 临界阻尼（ = 0）

振子不作振动，经历很长时间从初始位置

趋向平衡位置。

振子不作振动，从初始位置回到平衡位置

时间最短。（电表指针设计）
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阻尼系统在周期性驱动力作用下的振动。

§8.6 受迫振动
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
非齐次项

受迫振动方程

为简单，设周期性驱动力为 Hcost

非齐次方程通解 = 齐次方程通解 + 方程特解

2 阶非齐次线性常微分方程



)()( 10 txtxx 通解：

x0(t)：非齐次项为零时的齐次线性方程 —
阻尼方程解，暂态解，与初始条件

(x0, v0) 有关。

x1(t)：特解，稳态解

暂态解 x0(t) 随时间衰减消失，有意义的是

稳态解 x1(t)。
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根据非齐次项 hcost 可猜特解：Acos(t+)

代入方程，利用三角函数的正交性或线性无

关性，或用旋转矢量法可求出特解或稳态解。
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02
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 (1)

)cos(   tAx (2)tbta  sin cos  

abbaA  tg   ,22 (3)

将 (2) 代入 (1)，令等式两边 sint, cost
项的系数相等，得决定 a, b 的代数方程：



02)( 22
0  ab 

hba   2)( 22
0

解出 a, b 代入 (3) 式即得 A、
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系统振动频率 = 驱动力频率 固有频率0

注意：稳态解不是一般意义上的简谐振动

21 22222
0 ]4)[(  


hA

22
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1 2tg
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



 

A, ：取决于系统和驱动力参量 0, , h, ，
与初始条件 (x0, v0) 无关。

)cos(   tAx稳态解：

h
A 2sin 
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位移共振 — 位移振幅达最大
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速度共振 — 速度振幅达最大

21 22222
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由 得：0
d
d





A

共振频率 0 r

共振振幅
2max
hA 
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共振曲线

对弱阻尼 ( << 0)：

r  0 时，速度、位移同时共振。
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左边位移右边速度



稳态下受迫振动的能量

振动速度： )sin(   tAv

驱动力功率：

)]sin([coscos   tAtHtHp v驱

阻尼力耗散的功率
2)]sin([   tAp vv阻

速度共振时：

阻驱 pp 

2/π   ,0  

瞬时功率相等



一个周期中驱动力和阻尼力的平均功率
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阻阻

共振时，驱动力与速度同相，总作正功，

系统能最大限度从外界吸收能量，振幅

可达最大值（如荡秋千）。



对弱阻尼 ( << 0)：

共振峰宽度— 频带宽度：

共振曲线锐度 S 

  0 QS 




共振曲线越尖锐，振动性能越好，选择特定

频率的能力越强。

 2  



大桥共振【TV】

1940年美国塔科曼海峡

大桥在大风中振动断塌

小号震破酒杯



【思考】求下面受迫振动的解

ththx
t
x

t
x  2coscos

d
d2

d
d

21
2
02

2





设振子 1 和 2 偏离平衡位置的位移分别是 x1 和 x2，

两振子的运动方程为：

§8.7 耦合振子和简正模式
本节用下面的简单例子介绍耦合振子（离散系统）

中的简正模式，方法和结论具有普适性。
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两个振子运动耦合在一起，是什么样的？

可以试着猜测耦合振子中也存在简谐振动形式，

两个振子以相同的频率振动：

tBtAx  sincos 111 

tBtAx  sincos 222 

相当于假设 ， A1、A2、B1、B2

和初始条件有关。

)cos(   tAx

代入方程 (1)(2)，利用三角函数的独立性，cos、sin

项的系数为零，得关于A1、A2、B1、B2的代数方程：
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A1、A2、B1、B2有非零解要求系数行列式为零：
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讨论
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tBtAx 11111 sincos  

111112 sincos xtBtAx  

两个振子振幅不同，步调一致，同相振动。
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121212 sincos xtBtAx  

两个振子振幅不同，步调相反，反相振动。



简正坐标：简正模式是系统特定的集体振动

模式，这些特定的集体振动模式

相对应的坐标就称为简正坐标。

简正模式：系统中所有振子以特定频率作

简谐振动的运动方式。

简正频率：简正模式对应的频率，也称为

固有频率、特征频率，只决定

于系统，和初始条件无关。

简正模式从数学上可理解为是特解。



求解耦合振子的简正模式的普适方法

观察方程 (1)(2)，是齐次线性的常微分方程组，

可利用线性代数手段求解，用矩阵表示为：
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如果矩阵 能对角化，且本征值是正数，则方程

(3) 可以解耦成两个独立的标准的简谐振动方程。
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本征值分别是 、 ，有：

S~
2
1

2
2

~

0~
0

0~
d
d

2

11
2
2

2
1

2

11
2

2
























 

x
x

S
x
x

S
t 



















 

2

11

2

1 ~ 
x
x

S
q
q

令 0
0

0
d
d  

2

1
2
2

2
1

2

1
2

2



























q
q

q
q

t 




0
d

d      ,0
d
d   2

2
22

2
2

1
2
12

1
2

 q
t
qq

t
q 

这是 2 个关于新独立变量 q1和 q2 的标准的简谐振动

方程，描述的是系统以特定频率—固有频率的振动，

即简正模式。

q1、q2 就是简正坐标，是每个振子位移的线性组合。

简正模式是系统每个振子都以某个固有频率振动的

集体振动模式。各个简正模式是线性无关的，各自

独立的运动。

1、2 就是简正频率、固有频率、特征频率。
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寻求线性变换，使得解耦为两个线性独立的标准简谐



简正模式数目和系统自由度有关：

由 N 个质点构成的离散的相互作用系统，系统的

自由度为 3N，一般有 3N 6 个简正模式和相应的

简正频率。其中 3 个自由度对应系统整体平动，

3 个自由度对应系统整体转动，剩下 3N 6 个自由

度对应质点之间的相对运动 — 振动。

简正模式、固有频率、简正坐标只决定于系统，

和外界刺激无关。



耦合振子的一般振动

耦合振子除了以简正模式方式振动外，有没有其它

的振动方式？

耦合振子一般是以简正模式的线性叠加形式振动。

数学上是通解（一般振动）和特解（简正模式）

的关系：

2211 qCqC 

组合系数 C1、 C2 由初始条件（外界刺激）定。




