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§6.1 刚体的运动
一. 刚体

理想模型：

特殊质点系：

质点系的规律都适用，但又有自己独特的

运动学和动力学规律。

无限刚性，不变形，瞬时传力

质元相对位置不变： 不变  )( 22
ijji lrr 



二. 自由度

确定力学体系空间位置所需的独立坐标数，

和约束条件有关。



质点自由度

不受约束（自由）的质点，

约束在曲面上运动的质点，

约束在曲线上运动的质点，

x, y, z 相互独立

自由度为 3，

x, y, z 中有 1 个不独立，如 z = z(x, y)
自由度为 2，

x, y, z 有 2 个不独立，如 z = z(x)，y = y(x)
自由度为 1，



刚体自由度

确定了刚体上每点位置，就确定了刚体的位置。

先在刚体上任选一点 A 确定其位置：

需要 3 个 坐标 Ax、Ay、Az。

再在刚体上任选一点 B 确定其位置：

只需要 Bx、By、Bz 中的 2 个坐标，

因为 |AB| = 常数，有 1 个不独立。

再任选一个不在 AB 连线上的点 C 确定其位置：

只需要 Cx、Cy、Cz 中的 1 个 坐标，

因为 |AC| = 常数， |BC| = 常数，有 2 个不独立。



A、B、C 3 个点中的 6 个坐标定了，则刚体上

任一点 D 的位置就定了：

因为用 |AD| = 常数， |BD| = 常数，|CD| = 常数

可解出任一点 D 的坐标。

所以刚体的最大自由度是 6 。



另法 1
自由刚体的自由度最大，等于6 。

解释：3 点可固定（完全约束）刚体：

C 点固定，则刚体固定

.A
.B
.C

所以刚体最大自由度是 6 。

A 点固定， 可绕 A 转动BC
B 点固定，C 点可绕 转动AB

3 个点总坐标数是 9，但 距离

不变，这 3 个条件使独立坐标数减少 3 个。

CABCAB   ,  ,



另法 2
先在刚体上任选一点 A 确定其位置：

需要 3 个坐标 Ax、Ay、Az。

过点 A 任选一轴确定其取向：

由余弦定理，只需知道该轴和 x、y、z 轴的

3 个夹角 、、中的 2 个即可。

再确定刚体绕该轴的转角 。

A

x y

z 轴



再确定刚体相对 A 点的空间取向，

则刚体的空间位置就确定，为此：

共需 3 个坐标和 3 个角度，刚体最大自由度是 6。



三. 刚体的运动形式

Chasles定理

刚体一般的位移可以分解为随刚体上任选

基点的平动位移和绕通过基点的某个轴的

转动。选择不同的基点时，平动位移不同，

而转动轴的方向和转角不依赖于基点选择。

欧拉定理

定点运动刚体的任何一个位移都可以通过

绕着过此定点的某个轴旋转一个角度达到。



1. 平动 — 基本运动形式

常用质心运动代表整体平动。

体内任两点连线在任意时刻保持平行。

定点转动：刚体只有一点固定不动，整体

绕通过该点的瞬时轴转动。

3. 平面平行运动：刚体的各点运动都平行于

某固定平面，各点轨道平面平行或重合。

2. 转动 — 基本运动形式

定轴转动：定点转动的瞬时轴成固定轴



4. 一般运动：不受任何限制的自由运动

是下面两种运动的组合：

随任选的基点的平动 ＋ 绕基点的定点转动

基点不同，平动可不同，但转动必相同。




转动与基点选择无关

O

O

O

O



基点平动 3 + 绕基点转动 3

自由运动的刚体的 6 个自由度的分配：

运动学中基点可任选。

动力学中常选质心为基点，其优点是可极大

地简化动力学量和动力学方程：质心运动方

程中只涉及质心坐标项；绕质心的定点转动

方程中只涉及转动坐标（转动角）项，平动、

转动分开处理，两套方程互不牵扯。



四. 定点转动及其运动学量

反映瞬时轴方向

及刚体转动快慢

1. 角速度 


td
d 



的方向沿瞬时轴
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2. 角加速度 ：


反映 的变化情况


方向不一定与 一致




3. 角量和线量关系
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五. 定轴转动

和 退化为沿定轴代数量
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*六. 刚体的一般运动

OPr 对



O

P

瞬时轴

Pv


Ov

S S
设刚体在静止系 S 中作一般

运动。刚体上点 P、基点 O
的速度分别是 和 ，角

速度是 。
Pv Ov



设想一平动系 S，其参考物的运动由基点 O 代表。

则在 S 系，刚体绕 O 作定点转动，角速度仍是 。

  OPOP r 对


 vv

 )( OPOPOP rraa 对对


 

由伽利略变换可得广义上的角量和线量关系：



【证明】刚体角速度和基点无关

设刚体上 P 点的速度是 。任选 2 基点 O、O，
速度是 和 ，对应角速度是 和 。

Pv

Ov OOv O

OPOOP r 对


 vv

OPOOP r   对


vv

OOOOO r   对


vv

OPOOOP rrr 对对对


 

0)(    OPOO r 对

 

由 O、O 的任意性可得： OO  


刚体角速度和基点无关。



【证明】刚体间的相对角速度关系

设刚体 A、B 在静止系 S 中分别以角速度 、

绕定点 O、O 作定点转动，则物体 B 相对

物体 A 或相对转动系 S 的角速度为：

SA对


SB对


  SASBASSBAB 对对对对对 




S
SA对



O

SB对


O 
A B

S S系：以 A 为
参考物的转动系

    SSSBSSSBSB 对对对对对   




对刚体 B 上任一点 P ：

S 系：

S系：

证明：

S
SA对



O

SB对


O 
A B

S

P

广义上的角量和线量关系：

转动参考系的速度变换关系：

)4(        OPSASPSP r   对对对对


vv

)3(     OOSASOSO r   对对对对


vv

)1(     OPSBSOSP r   对对对对


vv

)2(   OPSBSOSP r   对对对对


vv



0)(     OPSBSBSA r 对对对对




S
SA对



O

SB对


O 
A B

S

P

由于 P 点是任选的，所以：

SASBSB 对对对 




SASBAB 对对对 






§6.2 刚体力系的简化和静平衡

一. 刚体力系的简化

作用在刚体上的力是滑移矢量。

1. 共点力系

共点力系中各力的作用线相交于一点，所

以存在合力。

2. 平行力系

平行力系中各力的作用线彼此平行。

两个平行力如果不是力偶，则存在合力。

力偶不存在合力。



1F 2F

两个同向平行力的合力

两个不等值反向平行力的合力

F

1F 
1F

2F 2F 

F 1F 
2F 

合F
1F 2F

1F

2F

F

1F  1F

2F 2F 

F 1F 

1F

2F

2F 
合F



3. 力偶矩

两个 F1 是真实力偶。在力偶平面上任选两个在同

一作用线上的等值反向力 F，求合力，变成由两个

合力 F2 构成的在同平面的新力偶，和原力偶等价。

力偶平面

1F

1F F
F 2F

2F



两个 F1 是真实力偶。任选两个在同一作用线上的

等值反向力 F ，和 F1 平行，但不在原力偶平面。

求合力，变成由两个合力 F2 构成的平行于原力偶

平面的新力偶，和原力偶等价。

1F
1F

FF

2F
2F



根据上面的讨论可知：

力偶矩特性只决定于力偶矩这个矢量：两个

力偶矩的矢量相等，则两个力偶矩等价，和

产生它们的力偶无关。

进一步可证明：两个不同的力偶矩，求矢量

和之后，新矢量对应一个力偶矩，和原来的

两个力偶矩等价。



4. 力系简化

刚体上可任选一点 O 作为力系的约化中心。

力 Fi 可等价成：Fi 平移到约化中心，附加一

力偶矩（等于 Fi  对约化中心的力矩）。

iF


O

iF
~

O

iM


ii FrM




iF


F OF 

iFF




r


点的矢量平移到是把 OFF ii

~



作用在刚体上的力系简化为：

各 平移到约化中心，合成成主矢：iF



i

iFS


各附加力偶矩 合成成主矩：iM



i

iMM


可证明：如果 ，则原力系存在合力，

即能找到约化中心使得 。

0MS


0M


注意：各约化中心的主矢相同，但主矩不

一定不同。



主矢决定刚体的质心运动，主矩决定刚体绕

约化中心的定点转动。

二. 刚体的静平衡条件

静平衡时质心静止，故对任一点的主矢为零：

0 
i

iFS


0 
i

iMM


静平衡时刚体不转动，按质点系观点可知，

刚体对任意轴的角速度、角动量为零，所以

根据角动量定理，对任一点的主矩为零：



§6.3 刚体的定轴转动定律

把刚体当作质点系：

   )Δ( 2
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iiz rmJ

定义对定轴的转动惯量：

imΔ
iv

定轴

ir


z  ,

   zz JL
只决定于刚体对
轴的质量分布



t
L
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d
外

— 刚体定轴转动定律

略去下标 z ：

  JM 

与牛II定律相比： M ~ F，J ~ m， ~ a

t
J z d

d
 zJ



§6.4 转动惯量的计算

  2
ii rmJ质点系

  
m

mrJ d2连续体

一. 常用的几种转动惯量表示式

dm
rm

定轴

细圆环：   2mRJO R
mO



二. 计算转动惯量的几条规律

1. 对同一轴 J 具有可叠加性

   iJJ

 
2
1 2mRJC 均匀圆盘：R

m
C

 
12
1 2mlJC   

3
1 2mlJ A 

均匀细杆：
CA

m

2
l

2
l



3. 对薄平板的正交轴定理

ri
mi

x

z

yi
yxi

O
  2

iiz rmJ

  22
iiii ymxm

  yxz JJJ 

2. 平行轴定理

minJJC     

  2mdJJ C 

（证明见书）

J

C d
m

JC

平行

×



【例】求对薄圆盘的一条直径的转动惯量。

已知圆盘 2

2
1 mRJ z 

y
x

z

圆盘

R
C

m

解：
2

2
1 mRJJJ zyx   

2

4
1 mRJJ yx   

下图中的 Jz 如何求？【思考】
z

l

Dm

a

C
a

z
m



解：动力学关系：

对轮：

对 m：

运动学关系： Ra   (3)
2

2
1 ath  (4)

 JRT (1)

maTmg  (2)

mg

ma

TT 

【例】已知 R,  m,  h, v0 = 0，
下落时间 t，绳轮之间无相对

滑动，绳不可伸长。

求：轮对 O 轴的 J定轴 O

R

t h
m

v0

绳

R

G T

N



(1)－(4) 联立解得： 2
2

)1
2

( mR
h

gtJ 

分析结果：

量纲对；

 h、m 一定，J   t  ，

若 J = 0，得 ，2
2
1 gth  正确。

合理；



§6.5 定轴转动中的功能关系

一. 刚体的内力不作功

证明：假设刚体内任意两个质元之间的

作用力沿两质元连线方向：

j
i

jr

ir


ji rr




O

jif
ijf


两质元间内力的元功：

)dd( jiji rrf




jijiji rfrf


dd 

)(d jiji rrf


 刚体内力不作功0



二. 定轴转动动能定理

定轴转动时的动能：

 2

2
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iik mE v
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ii rm 
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1 ii rm 2
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1 2JEk 转动定义定轴转动动能

定轴 ri
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MW力矩

定轴转动时外力作的功：

 diM

定义定轴转动时力矩的功：

 dd  MW力矩

i
d

定轴
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  iii rF cosd




根据质点系动能定理，考虑内力不作功得：
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— 刚体定轴转动动能定理
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2
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JEMW k   转动

力矩

上式也可由定轴转动定律证明：


2

1
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2
1( 2J



三. 外力是保守力的情况

 iip ghmE 

m
hmmg ii



Cmgh

×C

hC hi
Ep= 0

mi

刚体的重力势能

刚体所受外力如果有保守力，其力矩的功

可以用相应的势能计算：

 Δ pEW 保守力矩



四. 应用举例

对于包括刚体的系统，功能原理和机械能

守恒定律仍成立。

【例】均匀直杆质量为 m，长为 l ，初始水平

静止。轴光滑， 。4/lAO 

求：杆下摆到  角时的

角速度  和轴对杆

的作用力 。N


θ



轴O

C
A B

l, m

l/4



解：杆+地球系统

0sin
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1 2   lmgJO
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4
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l
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sin62  

只重力作功，E 守恒：
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C
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l/4





gm


B

C
O

A
l, m




aCn

aCt

应用质心运动定理

求轴力：

CamgmN




Cnn maNmgn  sin   :


(1)

Ctt maNmgt cos   :


(2)
2

4
laCn  sin

7
6 g (3)


4
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Nn
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由(1) — (5)解得：
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7
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7
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(5) cos
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mglJO 



§6.6 刚体定轴转动的角动量定理

zz JL 
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t z JJtM  外

刚体定轴转动的角动量定理

 
d
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t

J
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外

     0 常量 zzz JLM ，外

刚体定轴转动的角动量守恒定律

 dd zz JtM 外



角动量可在各刚体之间传递，但刚体系对

同一定轴的总角动量不变。

刚体系对同一定轴转动的角动量守恒定律

    ,0   常量外 iizzi JM 

r2
r1

2010

【思考】两个轮子都绕轴转动，接触后运动

状态变化？对轴的角动量守恒否？

r2

10
r1

20



猫从树枝和手的下落

【演示】茹科夫斯基转椅

防止直升机机身反转

左图：尾浆推动大气产生

力矩阻止机身反转

右图：双翼反向转动产生

的力矩相互抵消



人＋物＋绳对轴角动量守恒：

02211  vv RmRm 一样快！21   vv 

用动量守恒也得到同样结果，只是巧合！

【例】人和物同重，m1= m2，人从轻绳一端静止

上爬。设轮半径为 R，忽略滑轮质量和摩擦，

人和物哪个向上快？

m1 m2

1v 2v



【思考】若滑轮质量不能忽略情况如何？

系统：

对轴：

02211  轮JRmRm vv

0    2211  RmRm vv

系统对轴角动量守恒：

M外 = m2 gR  m1 gR = 0

人＋物＋轮＋绳

m1 m2

1v 2v

gm1



gm2

21   vv 



【例】轻绳跨过光滑定滑轮，一端系质量 M 的升

降亭，亭中人的质量为 m，绳的另一端系重物达

平衡。设人在地面上跳时所能达到的最大高度为

h，若人在升降亭中消耗同样的能量上跳，试问

最大高度是多少？忽略滑轮质量。

M+m

O

M+m



rVmMrm )2( v

解：对升降亭+滑轮+人+平衡重物系统，外力对

滑轮中心 O 点力矩为零，角动量守恒。

设人上跳速度为v，升降亭向下速度为V，有：

（r为滑轮半径）

22 )2(
2
1

2
1 VmMmmgh  v

解得人在升降亭中上跳的最大高度为：

h
mM
mM

g
h

)(2
2

2

2

max 



v



【例】两轮绕轴转动接触问题

已知：初始参量（J1, 10, r1）

和（J2, 20, r2），

求：接触达稳定后的 1和2
r2

r1

2010
J2J1 O1 O2

解：此系统角动量并不守恒，因为 O1 和 O2 处的

轴力产生的力矩和不为零。

对每个轮作隔离分析，用角动量定理求解。

r2
r1

21
J2J1 O1 O2

f1

f2

1111 dd Jtrf 

2222 dd Jtrf 对轮2：

设摩擦力方向如图示，有：

对轮1：
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r1

21
J2J1 O1 O2

f1

f2

利用 f1 = f2 得：

2

22

1

11 dd
r

J
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对初末态积分得：
2

2022

1

1011 )()(
r

J
r

J  




稳定条件： 接触点线速度相同：

2211 rr   （注意负号，两轮反着转）

解得： )()( 2
12

2
212012102121 rJrJrJrJr  

)()( 2
12

2
212012102112 rJrJrJrJr  



解：

【例】粘土块斜射到匀质圆盘顶点 P 后与圆

盘粘合，已知：v0，R，M = 2m， = 60˚。

（水平）

v0

m(粘土块)

y

x

P

O
M

光滑轴

均质圆盘

R

求：P 点转到 x 轴时盘的 , 

对 m +M 系统，碰撞瞬间，

外力（重力和轴力）对 O
轴的力矩 = 0， 守恒，L



碰撞过程：

过程分 2 步：



222 22 mRmRMRJ  (2)

对 m +M+地球系统， E 守恒：

m + M 形成刚体，转动惯量为：

v0
m

O
M

R

设碰后瞬间盘角速度为0 ：

定轴转动过程：

(3)22
0 2

1
2
1  JmgRJ 

0
2

0
2

0 2
1cos  mRMRRm v (1)

m
O

M R x

, 



【思考】如何求轴力？

m、x重合时 m +M 系统所受力矩：

mgRM 

R
g

mR
mgR

J
M

22 2  mg

m
O

M R x

, 

(1)(2)(3)解得 RgR 4162
0  v



m
M

水平光滑槽

O

.
M

m

【例】未与小球 M、m 固连的轻弹簧的压缩势能

U0，使 M、m 从静止弹开。求（1）相碰时M ，

（2）从弹开到相碰，经过的时间t 



对 O 轴角动量守恒

0)()( 22  Mm MRmR MMmm JJ  

（1）对 m＋M 系统，弹出瞬间对 O 轴：解：

设弹开瞬间角速度为 m、M ：

.

m
M

O

M

m

弹簧弹力力矩和 = 0
重力、槽壁压力的力矩 = 0

tMtm Mm  

槽光滑，m、M 作匀速转动，m、M 不变：

Mm Mm     

Mm Mm     (1)



解得：

 2 ）（ mM

mM
m

M 


 2
(2)

（2）对系统 m＋M，弹出瞬间机械能守恒：

由 (1)(2)(3) 得：

0
2222 )(

2
1)(

2
1 UMRmR Mm   (3) 

0

22

)(
2

UmM
mMRt

M

M










【思考】弹开瞬间和运动中系统动量是否守恒？



A

B

C

O

m

O

【例】半径 R、转动惯量 J 的环形管绕竖直轴 OO
转动，初始角速度为 0。质量 m 的小球从 A 静

止下滑，忽略所有摩擦。求：小球分别滑到 B、
C 时，环的角速度、小球相对环的速度。



【思考】小球对 OO 轴的角动量守恒否？

有人分析小球受力为：

gmN 
1

它们对 OO轴的力矩 = 0，

因而小球角动量守恒。

还受垂直环面的压力 2N


它对 OO轴的力矩  0！

小球的角动量不守恒！

O

O

1N


gm


2N







对小球＋环系统：

轴力、重力对轴力矩为零，

系统角动量守恒。

A  B： 0J

)( 02
0  


 BB mRJ

J

 0 CJJ   0 CA  C：

BJ )( RmR B

O

O

A

B

C



球对环v 

 r


r


球对地v

解：小球的速度关系：

 r
球对环球对地 vv



对小球＋环＋地球系统：

小球与环的内力 相对位移，无摩擦和外力

系统机械能守恒

设小球在 B 位置重力势能为 0

B 点速度：

RBBB


 vv

 0   ,0  外非保内 WW
O

O

A
B

C

B

Bv 

RB




R


Bv
)( RBB


 v



)(
2
1

2
1 2222 RmJ BBB   v

222
0 2

1
2
1

2
1

BB mJmgRJ v A  B：

2

22
02
mRJ

RJgRB 


v

C 点速度： CCCC vvv 


0

222
0 2

1
2
1)2(

2
1

CC mJRmgJ v  

gRC 2v

A  C：



§6.7 刚体平面平行运动

一. 运动学关系

基面：基点的轨道平面，如 1 面

基点：刚体内任选一点，如 O1 点

基轴：过基点垂直基面的轴，如 O1O2 轴

基面各点运动可代表刚体运动。

1

2

O1

O2

O1

O2



刚体平面平行运动为下列组合：

基轴平动 ＋ 绕基轴的定轴转动
(2个自由度)                (1个自由度) 

1. 基面上各点速度关系

  ROA


 vv

是基点 O 的速度，Ov OAR 


基面各点运动为下列组合：

基点平动 ＋ 绕基点转动

O

AR
 Av 

注意矢量关系：    , //基轴


R


, Av




2. 瞬心（瞬时转动中心）、瞬轴（瞬时转轴）

      , RR AA


 vv 

基面上必存在一个瞬时速度为零的点 P
— 瞬心

过瞬心垂直基面的直线为瞬轴。

瞬心位置一般随时间变化。

瞬心加速度不一定为零。

选瞬心为基点，有利于运动学问题分析。

PAR 


P

AR
 Av 



求瞬心位置的 2 个简便方法：

瞬心位置可能在刚体内，也可能在刚体外。

APAR v


2. 已知 2 点速度方向1. 已知 1 点速度和


方向沿 的方向R





Av

P

AR
 Av 

B

Av
P

Bv

A



3. 均匀圆柱（盘、环、球）等在曲面上作

纯滚动的运动学条件

纯滚动：接触点 P 是瞬心，无相对滑动 。

  rC  v

质心 C 的切向加速度：

  raCt  

质心 C 的速度：

P

C
r





二. 动力学关系

1. 质心运动定理  
d
d 

t
pamF C


外

2. 对质心基轴的转动定律

  轴外 轴 CJM
C



  瞬轴外瞬轴
JM 

P

C


均匀圆柱体
的纯滚动

Pa


若 ，则： )-( 瞬心瞬心 rr//a C


刚体动量   Cmp v




3. 对质心基轴的角动量定理

 
d

d
 

t
L

M C
C

轴
外 轴



刚体角动量   CCCO mrJL v
 轴轴

O 轴 ：参考系内平行于C 轴的固定轴

：质心 C 相对 O 轴的垂直位矢

：质心速度（垂直于C 轴、O 轴）

Cr


 Cv

自转角动量 轨道角动量



如图，均匀圆球对 O 轴角动量是多少？

守恒否？

CvR
O



m

O Cr


 Cv

地
月



C 

O 轴
C 轴



4. 能量关系

刚体动能

 
2
1

2
1 22 轴CCk JmE  v

质心平动能

（刚体平动能）

绕质心基轴的转动能

（刚体转动能）

动能定理

 ddΔ 
00
 





轴外外外 C

C

C
MrFWE

r

r Ck






（ 科尼希定理）



 d)
2
1Δ( 

0

2
  C

C

r

r CC rFm





外v

刚体动能改变 ＝ 外力对质心作的功

＋ 外力矩对质心基轴作的功

 d)
2
1Δ( 

0

2 





轴外轴 C
MJC

质心平动能改变 ＝ 外力对质心作的功：

绕质心基轴的转动能改变

＝ 外力矩对质心基轴作的功：



【例】 刚体撞击问题，如打击中心。

棒球手要做到轻松击球，必须

使球击打合适位置，此位置称

为打击中心。
C

rC

r

手
已知：棒质量 m，对手的转动

惯量 J ，棒的质心 C 距
离手 rC 。

求：打击中心到手的距离 r 。



棒受力

C
rC

r

手

轻松击球分析：
击球瞬间手的作用力  0
棒绕手作定轴转动

冲F 冲F球的冲击力

手F手的作用力

手F

解法一 对质心的动量定理、

设：打击时间 ，此时间内：tΔ
棒质心的动量改变为 Cm vΔ
棒的角速度改变为 Δ

对手的角动量定理



对质心：

C
rC

r

手

冲F

手F

正向

对手：

CmtFF vΔΔ)(  手冲 (1) 

ΔΔ CC rv (3) 

ΔΔ)( JtrF 冲 (2) 

动量定理

角动量定理

(1)(2)(3) 消去 量得： 冲手 F
J

mrrF C )1( 

Cmr
Jr 0手F令 得打击中心位置：

角量与线量关系：



对质心：

C
rC

r

手

冲F

手F

正向

由 (14) 并令 得：
Cmr

Jr 0手F

解法二 对质心的动量、角动量定理

2
CC mrJJ  (3) 

CmtFF vΔΔ)(  手冲 (1) 

ΔΔ CC rv (4) 

ΔΔ])([ CCC JtrFrrF  手冲 (2) 

角量与线量关系：



对质心：

C
rC

r

手

冲F

手F

正向

对手：

CmaFF  手冲 (1) 

CC ra  (3) 

JrF 冲 (2) 

解法三 质心运动定理、对手的转动定律

角量与线量关系：

由 (13) 并令 得：
Cmr

Jr 0手F



对质心和过质心的轴：

C
rC

r

手

冲F

手F

正向

CmaFF  手冲 (1) 

CC ra  (4) 

解法四 质心运动定理、对质心轴转动定律

角量与线量关系：

CCC JrFrrF  手冲 )( (2) 
2

CC mrJJ  (3) 

由 (14) 并令 得：
Cmr

Jr 0手F



解：设摩擦力向右，由质心运动定理得：

CmafF  (1)

【例】质量 m、半径 R 的圆球

在水平力 F 作用下在水平面上

作纯滚动，作用点 A 在接触点

P 与质心 C 的连线上，AC = d。

Cd
FA

P
R

求：接触点 P 处的静摩擦力 f 。

设顺时针方向为正，对质心轴的转动定律：

52 2 mRJfRFd C  (2)
纯滚动条件： RaC  (3)

f



(1)(2)(3) 解出： F
R

Rdf
7

25 


当 时， f 与 F 同向；Rd
5
2



当 时， f = 0 ；Rd
5
2



当 时， f 与 F 反向。Rd
5
2



0
7

55      ,0
7

55
2 







m
F

R
Rd

m
F

R
RdaC 

球沿顺时针方向加速转动、加速前进。



【例】在固定斜面上的圆

柱体从静止开始作纯滚动，

圆柱体质量 m ，半径 R ，
转动惯量 J ，斜面倾角。

求（1）接触点 O 是否存在摩擦力？若有，

其作用是什么？做功否？

（2）圆柱体下落高度 h 时，质心 C 的速

度 ，转动角速度 ，摩擦力 f 分
别是多少？

Cv

R
C

O





Cv



Of rfW


dd 

C
O





Cv
斜面系：不易判断

（1）讨论摩擦力

质心系：定轴转动
mg

N

加速纯滚，则有静摩擦力 f，

f

对斜面系，静摩擦力 f 不做功：

tf CCO d)( vv 
 对 tRf C d)( v  0

tf Odv



Cv与 方向相反

0   ,0  Nmg MM




f 对质心作负功，平动能 
Wf = 0

f 力矩对质心轴作正功，转动能 

0d)(  tRf Cv

fC   ,  , v（2）计算
C

O





Cv
mg

N
f

解：机械能守恒

＋ 质心运动定理

＋ 质心运动学

mghJm 2
C  2

2
1

2
1 v (1)

tffR Cdd   v 



(1－4) 解出：

21
2

mRJ
gh

C 
v

Cmafmg sin (2)

(3)sin22 haCC v

(4)RC v

C
O





Cv
mg

N
f R

JmR
mgf 21

sin





mJR
gh


 2

2



求摩擦力另法：

＋ 对质心基轴的转动定律

质心运动定理C
O





Cv
mg

N
f R

或者 ＋ 对瞬轴 O 的转动定律

用 (5)(6)(7) 或 (5)(6)(8) 都可解出 f 。

Cmafmg sin (5)
RaC  (6)

JfR  (7)

)(    )sin( 2mRJJJRmg OO   (8)



【例】质量均匀、半径 R 的
圆球在斜面上作纯滚动，P 是
瞬心，C 是质心。

证明：P 点相对水平面的加速度

沿 PC 连线方向。

Pa


用相对运动关系证明。

如图建立坐标系 ，设圆球向下运动。nt ee


  ,

te

ne

Ca
C

P

R

证：

设顺时针方向为正，不妨设角加速度  > 0，
即圆球沿顺时针方向加速转动。





设 是 P 点相对质心 C 的加速度，Pa


ttCC eReaa

  (2)

CPP aaa


 (1) te
ne


Ca
C

P

R


根据相对运动关系有：

在质心系，P 点瞬间随球作沿顺时针方向的

加速转动，所以：

RaPt 

RaPn
2 方向为 ne

方向为 te

tnP eReRa 
  2   (3)



由 (1)(2)(3) 解出：

nPnP eRaa 
 2

 沿 PC 连线方向。Pa


te

ne

Ca


C

P

R


Pa

本题所证明的结论也适用于其它质量分布

均匀的圆形物体。



【思考】 剪断右绳瞬间，左绳张力。


l m

T
O

C

答案：
2cos31


mgT



解：分析前进阶段：

【例】在桌面上搓乒乓球使其具有初始0 和vC0，

乒乓球会前进一段距离后自动返回。讨论出现

这种现象的原因和条件（乒乓球看成匀质球壳）。

0

0Cv
R

f

打滑

受力：与vC0 方向相反的滑动摩擦力 f

运动状态：



vC = 0， > 0       (1)

使质心速度 vC 减小

使转动的角速度 减小
滑动摩擦力 f 的作用

自动返回条件：

0

0Cv
R

f x

质心运动方程：设 x 方向为正

对过质心基轴的转动方程：设逆时针为正

Cmaf  (2)

taCCC  0vv (3)

)32( 2mRJJfR CC  轴轴 (4)

t  0 (5)



R
C

2
3 0

0
v(1)(5) 得：

（1）返回阶段，乒乓球最终达到纯滚动状态，

这时还受摩擦力作用吗？

【思考】

（2）返回阶段，乒乓球达到纯滚动之后，最终

还会停下来，这是怎么回事？



解：对杆+球系统，无水平外力作用。

Cmmm vvv 30 

【例】光滑水平面静止放置长 l、质量 3m 的匀质

细杆，质量 m 的小球以初速度 v0 垂直于杆身在

杆端处与杆发生弹性碰撞。求：碰后杆的角速度。

v0
C vC



水平动量守恒：

设小球碰后速度为v，没有反弹。



22
2

22
0 3

2
1

12
3

2
1

2
1

2
1

Cmmlmm vvv  

03
212

30
2

 Cmlml v

弹性碰撞，动能不变：

对任意定点角动量守恒，选与碰撞点重合的定点，

逆时针为正：

00
0

7
1   ,

7
2   ,

7
12 vvvvv

 Cl
解得：

【思考】选择与杆质心 C 重合的定点，角动量
守恒如何写？



r1m1

r2m2

【例】质量 m2、半径 r2 的圆盘沿着不可伸长的轻

绳竖直方向展开，轻绳跨过质量 m1、半径 r1 的

定滑轮，轻绳和定滑轮间无相对滑动，定滑轮

轴承处光滑。求：圆盘 m2 质心加速度。



解：

分别对 2 圆盘列隔离体方程：

m1

m2g

T

T

1

2

A a

aC

CamTgm 22 

1
2

111 2
1 rmTr 

11ra 

22raaC 

2
2

222 2
1 rmTr 

设绳中张力 T，m1 角加速度 1，m2 质心加

速度aC，角加速度 2，绳上 A 点加速度 a。



解出：

g
mm

mmaC
21

21

23
)(2






g
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mmT
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解：杆水平方向不受外力，故质心 C 只沿竖直

方向向下运动。跳不跳要看 N 是否为零。

【例】匀质细杆直立在光滑水平地面上，从静止

状态释放后，因不稳定而滑行倾倒。在细杆全部

着地前，它的下端是否会跳离地面？

设杆质量 m，长 l，质心坐标、速度、加速度分别

为 yC、vC、aC，角速度，角加速度，支持力 N。

C


yC N



tt
yC

C d
d   ,

d
d  v

几何约束关系：

C


yC

cos
2
lyC 

机械能守恒：

 sin
2

  l
C  v (1)

  222 )
12
1(

2
1

2
1cos1

2
 mlmlmg C  v (2)

(1)(2) 得：



mgmamgN C 22

2

)sin31(
4cos6cos3









gaC 3
)sin31(

cos2cos2sin3sin
22

242









)()sin31(sin)cos1(3 222  glfglC v






 glf

t
fglaCC d

)(d
d
d

d
)(d2    v (3)

(1)(3) 得：

易判定 N > 0，所以不会跳离地面。







d
)(d2 h

l
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)sin(

4)( 2
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 h

l
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l
glf 

另法： (1)(2) 得：




d
)(d

2
h

l
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 )
12
1(sin

2
2mllN 




 d
)(d

sin12
hmgN 

C


yC N



质心速度和角速度关系也可由瞬心直接得到：

 sin
2
l

C v

vC

P

【思考】支持力 N 做功否？

v
N

C





§6.8 进动

高速自转物体，其自转轴绕另一个轴转动

的现象，如玩具陀螺：

Precession

Spin



一. 定点转动刚体的角动量和角速度的关系

对定点 O 的角动量：

)( iii mrL v
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或

— 刚体对O点的惯量张量，是实对称矩阵Ĵ

对角元 Jxx , Jyy , Jzz — 对轴的转动惯量

非对角元 Jxy , Jyz , Jzx 等 — 惯量积



过定点 O 总存在 3 个正交轴使 对角化：Ĵ


















3

2

1

00
00
00

ˆ

J
J

J
J

1. 只和刚体相对定点 O 的质量分布有关，

和坐标系无关， 元素值和坐标系有关。

Ĵ
Ĵ

轴 1, 2, 3 — 惯量主轴

J1, J2, J3 — 主转动惯量

规律：在质量分布对称的情况下，刚体的

几何对称轴是惯量主轴。

惯量主轴是刚体的动力学对称轴。



本体坐标系：和刚体固连的坐标系

主轴坐标系：取主轴的本体坐标系

2. 坐标系不动，刚体动： 元素和 t 有关Ĵ
坐标系和刚体固连一起动： 元素和 t 无关Ĵ

任意时刻，在主轴坐标系下：
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二. 定点转动刚体的动能
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  — 定点转动刚体动能
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任意时刻，在主轴坐标系下：
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三. 陀螺的运动

拉格朗日陀螺：是对称陀螺，其中 2 个惯量

主轴的转动惯量相同，质心位于第 3 个惯量

主轴上。陀螺在重力矩作用下绕某个支点作

定点转动。

欧拉陀螺：不受力矩作用的自由转动刚体。

常见的两种陀螺：欧拉陀螺、拉格朗日陀螺

如：陀螺仪、抛在空中的飞盘。

如：地面上的玩具陀螺绕支点的定点转动。



陀螺作定点转动，力矩为零，角动量守恒：

1. 欧拉陀螺的运动

但陀螺的角速度守恒吗？是常矢量吗？

常矢量L


刚体不受外力矩作用时，如果一开始沿某主轴方

向转动，则刚体一直保持沿该主轴方向作定轴转

动，此时角速度守恒。

研究表明：

如果一开始不沿主轴方向转动，则刚体角速度不

守恒。瞬时轴在空间不断改变方向，划出锥面。



三个主轴中，只有沿着转动惯量最大和最小的

主轴的转动是稳定的，能保证角速度守恒。沿

中间值的主轴转动，受到外界扰动后会不稳定，

不能保证角速度守恒。

【思考】扔飞盘的技巧是什么？

常平架的内外圈转动能抵消

外力矩，使得陀螺不受力矩

作用，这从陀螺参考系很容

易理解。这样陀螺能保持转

动方向不变 — 空间定向



【演示】力矩突变

z

O




O 是轻杆中点，剪断绳会如何运动？

剪断瞬间及之后时间，对 O 点

角动量守恒，能“眼见”保持沿

剪断瞬间的 OO轴作定轴转动。

O

×

pr

rp

L


upL


dwL


实际按欧拉陀螺的动力学分析，

角动量守恒没错，但对转动的

分析不是这么简单。

这是欧拉 — 潘索问题。



sL


主轴坐标系：轴 1、轴 2

2211 ˆsinˆ)cos( nΩJnΩJL  
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轴 1
1n̂轴 2

2n̂

（自转角动量）
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总

选轴 1、轴 2 
进动角速度

自转角速度

Ω





共面

21 ˆsinˆ)cos( nΩnΩ  
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Ω





注意：主轴随刚体转动

2. 拉格朗日陀螺的运动
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对O点，分析对称陀螺

自转角动量 的变化：sL
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进动每一瞬间，角动量 、力矩 的大小

不变、方向变，始终保持 、

的关系。
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进动角速度：
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另外，陀螺自转轴在进动中也可能出现微小

的上下周期性的摆动 — 章动。

车轮进动，对称陀螺的定轴性

【TV】进动防止炮弹翻转 翻身陀螺

【演示】



四. 回转仪和回转效应

回转仪：泛指高速自转的对称陀螺

下一时刻，回转仪并不屈服

于重力矩的安排，去饶 y 轴

转动，而是绕 z 轴进动，使

自转轴朝着 y 轴 — 重力矩的

方向转动。

x

y
z

O mg


M

设回转仪的自转轴正处于 xz 
面内，则重力矩沿 y 轴正向。



回转仪对于力矩的反应 — 高速自转时自转轴

朝力矩方向偏转是普遍的，称为回转效应。

回转罗盘

转台上的二自由度陀螺 回转罗盘

【思考】转台上的二自由度陀螺会怎么运动？



附加力矩

M


【讨论】回转效应的利弊

▲ 轮船转弯时，涡轮机轴承要承受附加力。

附加力会损坏轴

承，甚至翻船。

▲ 三轮车拐弯时易翻车

【TV】内侧车轮上翘

左转

附加力

附加力

对海浪，回转效

应则可使船体保

持平衡、稳定。

轴承

L


L


d M


//



【讨论】地球进动与岁差

随着地球自转轴的

进动，北天极方向

不断改变。

北极星

3000年前 小熊座 
现在 小熊座 
12000年后 天琴座 （织女）

太阳

赤道面

黄道面

7223o 

地球

北天极

地轴

T = 25800年
自转轴进动

(F1 > F2)
L


d M


//

C1

C2

F1

F2

自转角动量
L


先太阳系分析



地轴

进动分点每年在黄

道上西移50.2

太阳年（回归年）：太阳由春分秋分春分

恒星年：地球绕太阳一周的时间

岁差 = 恒星年 －太阳年 = 20分23秒

北半球

南半球 黄道面

赤道面

西
太阳

东

秋分点

春分点

再地心系分析



【例】 长 l 的轮轴吊在长 L 的绳上。轮子以角速度

高速自转，同时绕 OO 竖直轴在水平面进动，

绳与竖直方向成极小夹角 。设轮质量 m，绕

轻轴转动惯量 J，C 是质心。求：进动角速度 
和小夹角。（sin  tan ，CO  l）
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解： 很小，近似绕 OO 轴进动：
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O质心近似作半径 l 的圆周运动：


