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单位：Nm
大小：

方向： Fr


垂直于 决定的平面（右螺旋）

注意：

§5.1 力矩

是力的作用点相对参考点 O 的位矢r

参考点 O 是参考系内一固定点

定义力对参考点 O 的力矩：
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力矩要素

力矩中的力是滑移矢量：只能通过作用点

沿作用线移动，这样保证力矩不变。
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只能沿粉色平移



力偶：大小相等、方向相反且不在同一

直线上的两个力
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力偶矩与参考点无关，方向 两力所在平面。

力偶和力偶矩

任选参考点 O ，力偶矩：
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一. 角动量

质点对参考点 O 的角动量：

 )( v
mrprL 

， sinvrmL  单位：kg m2/s大小：

方向： pr 
， 决定的平面（右螺旋）垂直于

注意：

§5.2 质点角动量定理
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是相对参考点 O 的位矢r

参考点 O 是参考系内一固定点



角动量和参考点有关：
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方向变化
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面积速率

质点运动时相对参考点 O 存在转动，单位时间内

相对参考点 O 的位矢扫过的面积为：
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若质点对 O 点角动量守恒，则面积速率不变。



二. 质点对定点的角动量定理
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锥摆角动量
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对 O 点：

合力矩不为零，角动量变化。

对O点：

合力矩为零，角动量大小、方向都不变。
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【思考】经1/4周期，对O点的力矩的冲量矩？
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三. 质点对定轴的角动量定理

1. 力对轴的力矩

把对 z 轴上任一点 O 
的力矩向 z 轴投影：
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2. 质点对轴的角动量
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3. 质点对定轴的角动量定理
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sinmglM 

【例】推导单摆运动方程

选悬点 O 为参考点，规定

顺时针方向为正：

小角摆动时：
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§5.3 质点角动量守恒定律

F

通过参考点，如有心力场

0M


条件

    ,0 量常 zz LM

质点对定轴的角动量守恒定律

角动量守恒定律是物理学的基本定律之一。

质点对定点的角动量守恒定律



【例】荡秋千原理

1  2：人迅速蹲下，使有效

摆长 由 l 变为 l ；Om

2  3：对（人+地球）系统，

)cos1(
2
1 2  mglmv (1)

角动量守恒： lmlm vv  (2)

只重力作功，机械能守恒：

3  4：人对 O ， 0外M
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由 (1)(2)(3) 可知：

 

人越摆越高，能量从哪儿来？

即人越摆越高

【思考】
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2
1 2    v lmgm (3)

4  5：对（人+地球）系统，机械能守恒：
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【例】刚性轻绳穿过水平面上小孔 O 拴住小球，使

其在水平面可绕 O 作圆周运动，设一切接触光滑，

初始速率和半径为 v0、r0 ，

（1）初始拉力 T ？
（2）缓慢拉动轻绳使 T 增到 2T，小球速率v ？
（3）拉力所作的功。

O
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【演示】抡绳小球

离心节速器
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解：以 O 为参考点，力矩为零，
角动量守恒。 O
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（3）小球实际作螺旋线运动，缓慢拉动绳，可近

似认为小球每瞬间作圆周运动
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【例】落体偏东

在地心系求解， 是下落物体

角速度，是地球角速度。物体

对地球自转轴角动量守恒：
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对 (4) 式在 y = h 附近做展开：

 
2













yR
hRΩ  ])(21[

hR
hy




 )5(   )](21[ yh
R



)6(     2dd g(h-y)yt 由 (2) 式得：

由 (5)(6)(1) 式得：

g
h

R
h

g
hyh

Rg(h-y)
yh 2

3
22)(21

2
d

0

 





  

g
hhR 2

3
2  落体东移距离：



§5.4 质点系的角动量定理和守恒定律


i

iLL


质点系角动量：


i

iMM 外外




i

iMM 内内


  


i

iL
tt

L )(
d
d

d
d 

 )( 
内外 i

i
i MM


     

d
d


i

i

t
L


所有 和 都对同一参考点 O 定义。iL


iM


注意：

i
i

i Fr


 

0)(  
ij

iji
i

fr


O

iv iF


mi

ii
i

i mr v
 



  0 常矢量 LM


，外

质点系对定点的角动量守恒定律：
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质点系对定轴的角动量守恒定律：



解：选物体、轻杆为系统，设顺时针转动为正，

对 O 的力矩、角动量：

 coscos 21 glmglmM 

llmllmL  21 

【例】长 2l 的轻杆两端固定质量为 m1、m2 两物体，

支点 O 高 h，系统静止，m1 着地。使系统瞬间获得

顺时针绕向的角速度0，0 至少多大 m2 可着地？
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根据角动量定理： tLM dd
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【例】长 l 的轻杆固结小球 m1 ，小球 m2以

水平速度 v0 碰杆中部并粘合。

碰时重力和轴力通过 O ，

022
vml

)4(2 2102 lmlmm  v

解：选 m1、m2、杆为系统

求：碰撞后杆的角速度

对 O 角动量守恒：

l
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（m1+m2 ）的水平动量是否守恒？
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【思考】



解：选 m1、m2、m3 为系统，

求：碰后m1, m2, m3 速度，m1和m2的质心速度

【例】光滑水平面上，m1, m2

用长为l 的轻杆连结，静止放

置，m3 以速度 v0 垂直射向杆

中心 O，发生弹性碰撞。

O

v0m3

m1 m2
×

C

水平方向不受外力
水平方向动量守恒

弹性碰撞：动能守恒

设碰后m1、m2、m3 的速度分别为v1、v2、v3

垂直水平方向角动量守恒



动量守恒：
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角动量守恒：
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选与 O 点重合的定点，

规定垂直页面向外为正：
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若选与质心 C 重合的定点有：

Δ)Δ
2

()Δ
2

(Δ 33221103 vvvv mlmlmm 

v2O

v0m3

m1 m2
×

Cv1

v3





v2O

v0m3

m1 m2
×

Cv1

v3

解得：


























0
32121

32121
3

0
32121

31
2

0
32121

32
1

)(4
)(4
)(4

4
)(4

4

vv

vv

vv

mmmmm
mmmmm
mmmmm

mm
mmmmm

mm

0
3212121

321

])(4)[(
8 vv

mmmmmmm
mmm

C 


若 m1  m2，v1  v2 ，碰后杆、m1、m2系统

既平动又转动（角速度会求吗？）。



设 O 是惯性系 S 内一固定点，

S 系中质点系对 O 点角动量：
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§5.5 质心系中的角动量定理

一. 角动量关系

S 系中质心 C 对 O 点角动量：

S

C
O

iv  iv
iF


Cr


ir 


Cv
mi

 ) ( iii mrL v  


质心系中，质点系对质心 C 的角动量：
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二. 质心系中质点系对质心的角动量定理
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— 外力对质心 C 的合力矩
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在质心系中，质点系对质心的角动量定理

成立，与质心系是否是惯性系无关。
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若质心系是惯性系，则必然成立。
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如果质心系是非惯性系，则惯性力对质心的

力矩为零：

仍然成立。



或者用角动量关系证明：
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§5.6 两体问题
两物体的运动，只是由一对大小相等，方向相反的

力造成，这类问题称为两体问题。

这类问题可简化为单体问题处理。

如行星绕太阳运动，粒子被原子核散射等。

12
1

2

1 d
d f

t
rm


 (1)

122
2

2

2 d
d ff

t
rm


 (2)

： )2()1( 12  mm

m2

m1

O
惯性系中固定点

1r


2r
 2f


1f




1212
21

2

21 )(
d

)(d fmm
t

rrmm





一质点相对另一质点的运动，可等效成质量

为 的质点受相同力作用，在以另一质点为

原点的平动参考系中的运动，而不需要考虑

惯性力的影响 — 包含在 中。
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相对 — 相对位矢相对r 
 — 约化质量

单体运动方程：



对单体只要采用约化质量，则牛 II 定律及与

其有关的动量、角动量、能量定理都适用。

▲ 单体速度等于两体的相对速度：

rt
r vv 


d

d 相对
单

注意：单体方程中的力 还是原来的一个力，

即使和质量有关，如万有引力，也不需要用

约化质量计算，相应势能也是如此。

f




▲ 单体机械能等于两体在质心系中的机械能：

ErVErVE kr   )()(
2
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相对相对v单

▲ 单体角动量等于两体在质心系中对质心

的角动量：

Cr LLLrL
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   v相对单

注意：势能 V(r相对) 源于两体间的一对力。

▲ 单体动能等于两体的内动能：

  
2
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证明：
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任选一质子，由单体机械能守恒直接给出：
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【例】用二体问题方法重解两质子相碰时能

达到的最近距离问题
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答案：

【例】光滑水平面上，两小球 m1、m2 用长 l  
的轻绳相连。开始时绳拉直，m1、m2 的速率

分别为v1、v2，方向一致且与绳垂直。

求：此时绳的张力 T 。

m1
m2

v1 v2

T



【例】长 L、质量 M 的平板静置于光滑水平面上，

质量 m 的木块以速度 v0 射入平板表面上，两者间

摩擦系数 ，求木块恰好未能脱离平板表面条件。
m v0 M

解：
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对单体列动能定理方程：
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碰撞中的动能损失源于内力作功，与参考系无关。

引入恢复系数： 10    ,
0

 ee
r

r

v
v

【例】采用二体问题方法讨论二体正碰过程中系统

动能损失。
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弹性：e = 0，完全非弹性：e = 1，非弹性：0 < e < 1



一. 有心力

力的作用线始终通过一固定点 — 力心

rerfF 
)(

势能： )(d)()( 0

0

rVrrfrV
r

r
 

（ 是相对力心的位矢）r
各向同性有心力

§5.7 有心力场中的运动



二. 有心力场中质点运动方程

采用两体方法，注意 2 个重要守恒量：

▲ 角动量 常矢量L


▲ 机械能： 常量E

θr eθrer


v

采用极坐标系：

速度：

位矢： rerr




轨道在同一个平面上

r
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机械能守恒：
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角动量守恒：

代入 (1) 得关于 r 的方程：
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轨道特征：封闭性、形状、大小和取向由

以及 的具体形式决定。)(rVEL、


由方程 (1)(2) 消去dt 得：
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积分得轨道方程：



三. 平方反比律力场的轨道

势能函数记为：
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1. 引力情况

（圆锥曲线）     
cos1 


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轨道方程：

闭轨道）椭圆轨道（束缚态，封   ,1  ,0  E

抛物轨道（刚好逃逸）   ,1  ,0  E

开放轨道）双曲轨道（不受约束，   ,1  ,0  E
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近地点、远地点：



2. 斥力情况

（双曲线）     
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轨道方程：

  0   1cos    1   r才能保证且只能 

不受约束，开放轨道所以只能是双曲轨道，
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四. 有效势和径向运动

ErV
μr
Lrμ  )(

22
1

2

2
2

径向动能：

有效势能：
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离心势能：等效于斥力势能

在径向 r 方向，质点相当于在保守场

中运动，径向动能和有效势能相互转化。

)(rVeff



近、远地点条件及方程：
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E = E1 > 0 ，双曲轨道

E = E2 = 0 ，抛物轨道

E = E3 < 0 ，椭圆轨道

 rrr 1min

 rrr 2min

max3min3 rrr 

E = E0 = Veff min ，圆轨道

0rr 近地点、远地点

【思考】由势能曲线求椭圆轨道周期



变轨

改变初始条件 可改变轨道特征。00   , v
r

例如宇宙飞船变轨：圆椭圆轨道

0v

0v

极短时间向外侧点火喷气，获得指向

地心的很小的附加速度 0v



【例】 地球半径 R = 6400km，卫星在高度 h1= 
800km 的圆形轨道上运动，速度 v1 = 7.5km/h。
今在星外侧点燃小火箭，其反冲力指向地心，

使卫星获得指向地心的附加速度 v2 = 0.2km/h。
求：此后卫星轨道最低点和最高点的高度？

解：卫星获得的附加速度 v2 和火箭反冲力指向

地心，则卫星的角动量仍守恒。以后卫星

进入椭圆轨道。

设近地点（远地点）处速度和高度分别为v、h，
根据角动量守恒和机械能守恒有：
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以上三式消去v、G、M、m 可得：
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五. 天体运动

第一定律（轨道定律）：每个行星都在以太阳

为焦点的一个椭圆轨道上运动。

K
T
a

2

3

第二定律（面积定律）：行星相对太阳的矢径，

在相等的时间内扫过相等的面积。

第三定律（周期定律）：行星椭圆轨道半长

轴 a 的立方与运动周期 T 的平方之比为相同

的常量 K — 开普勒常量。

开普勒定律



1. 开普勒第一定律
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pr轨道方程：
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行星受引力束缚，E < 0， < 1，椭圆轨道。

根据前面的讨论有：



2. 开普勒第二定律
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3. 开普勒第三定律

机械能守恒：
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角动量守恒：
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面积速率
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六. 斥力场中的粒子散射

历史上确定原子的核式结构的重要实验是 粒子

被靶材的原子核散射（弹性碰撞） — 卢瑟福散射。

粒子是带 +2e 的 4He 核，是斥力场散射。

从无穷远以 v0 入射，瞄准距离是 b — 碰撞参数
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§5.8 对称性和守恒律

对称性的规律具有极大的普遍性和可靠性，

它是统治物理规律的规律。

一. 操作

为改变系统的状态而实施的手段称为操作。

操作也称为变换。

1. 四种基本空间操作

平移操作：系统平移一段距离

 旋转操作：系统绕某个固定轴转个角度



 反演操作：系统对某点作反射

 镜像操作：系统对某个平面作镜像反射

反演操作等价于镜像操作+对垂直于反射面

的轴旋转 角的联合操作。

等价
+O x

yz

对O反演

O x

yz

对yz面反射

O x

yz

绕x轴旋转角



3. 置换操作

例如：将 C 原子的 6 个电子中的任意 2 个
对调看看 C 原子的量子态变不变。

2. 二种基本时间操作

平移操作：时间平移一段距离

反演操作：时间反向或时间倒流

4. 联合操作

例如：先空间旋转再空间平移的联合操作。

注意：一般两个操作次序不同，结果不同。



两种重要的针对时空的联合操作

伽利略变换
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
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



物理学中除上述操作外，还涉及到其它一些

操作如：电荷共轭变换（正反粒子变换），

规范变换，全同粒子置换等等。



二. 群的概念

设 {Ai , i = 1, 2, …} 表示元素或操作的集合。

如果集合元素满足下面 4 个条件，该集合

称为群，用 G 表示。

（1）群中任意 2 个元素的乘积是唯一的、

单值的，结果仍是群的一个元素。

jijiGAAAAAA kjikji  or       , , ,   ,

ijji AAAA  ，称 和 对易iA jA

，称 和 不对易ijji AAAA  iA jA



（3）群中任意 3 个元素乘积满足组合定则：

GAAAAAAAAA kjikjikji   , ,   ),()(

（4）群中任一元素存在逆元素：

GEAAEAAAA iiiiii   ,,    , 111

（2）群中必需有不变元素 E ，满足：

GEAAEAEA iiii  ,    ,

群元素的数目可以有限，也可以无限。



三. 对称性

如果系统经过某个操作后状态不变或

等价，则该系统对此操作具有对称性。

这个操作称为系统的一个对称操作。

德国数学家魏尔（H. Weyl）1951 年提出：

对称性：系统在某种操作下的不可分辨性

— 不变性

使系统状态保持不变或等价的所有对称操作

构成系统的对称群。

系统：具体事物、科学实验、物理定律…



1. 空间里的平移对称性

例如：无限大二维周期性结构

显然如下的操作都是平移对称操作：

) ,(       ,    00 是整数mnbmanrrrr




系统具有平移任一 的平移对称性。0r


任意 2 个平移对称操作对易，所有平移对称操作

构成该结构的平移群。

a
b





2. 空间里的旋转、镜像和反演对称性

例如：立方体

O

4次轴3次轴
镜面

具有绕体对角线旋转 /3、2/3
角不变的旋转对称性，体对角

线是旋转对称轴，是 3 次轴。

具有对包含相互平行的 2 个面对角线的平面的反射

不变的镜像对称性，该反射面称为镜面。

具有对中心 O 点的反射不变的反演对称性，O 称
为反演中心。

还有其他旋转对称轴和镜面。



旋转对称轴、镜面、反演中心

称为对称要素。

系统所有对称要素至少有 1 个交点。

所以旋转、镜像、反演操作也称为

点操作：数学上对应正交变换矩阵，

旋转操作的矩阵行列式为+1，镜像、

反演操作的矩阵行列式为1。

系统所有的旋转、镜像、反演对称操作构成其点群。

点群反映了系统在点操作下的全部对称性。

O

4次轴3次轴
镜面



例如：正四面体沿某个 3 次轴拉伸

其它 3 个 3 次轴消失，剩下的

对称操作构成的群是原来对称

群的子群。

点群所反映的对称性有高低之分。

两个重要概念：

轴对称性：对绕一固定轴旋转任意角度不变。

球对称性：对绕一固定点作任意旋转都不变。

球对称性是所有点对称性中最高的。



3. 关于时间的对称性

例如：保守系统的能量对时间平移任意值都不变，

其能量具有时间平移对称性。

时间平移对称性

时间反演对称性

aatt 
    ,      vv则例如：

所以速度没有时间反演对称性。加速度有时间

反演对称性。

耗散力和速度方向有关，故没有时间反演对称性。

保守力只和位型有关，故有时间反演对称性。



热现象的本质是统计现象，与热有关的宏观过程有

非平衡因素和耗散因素存在，导致与热有关的宏观

过程都不具有时间反演对称性 — 不可逆。

4. 联合操作下的对称性

例如：晶体

晶体既有平移对称性 — 空间周期性，也有点对称性。

晶体所有的平移对称操作构成晶体的平移对称群。

晶体所有的点对称操作构成晶体的点群。

注意：系统对某些操作可能不具有对称性，但对几

种操作的联合却可能具有对称性。这种情况

在晶体中很常见。



右图是金刚石周期性结构单元

黑圆是位于立方体顶角或面心上

的C 原子。白圆是位于立方体的

体对角线 1/4 处的 C 原子。

4 次螺旋轴

通过两个相对的面的中心的轴不是 4 次轴。

沿此轴方向平移 1/2 的立方体边长距离的操作也

不是平移对称操作。

但二者组合却是对称操作，称为 4 次螺旋轴。

晶体所有的对称操作构成晶体的空间群。

晶体共有 230 种空间群，32种点群，7 种晶系。



联合的对称操作：镜象＋黑白置换＋平移操作



四. 物理定律的对称性

前面主要讨论了一些特定系统或事物的对称性。

还有一类对称性是关于物理定律的对称性。

1. 物理定律的空间平移对称性

定义实验系统：由全套实验设备以及影响实验的

一切外部因素构成。

如果把实验系统从某地点任意平移到另一个地点，

给以同样的实验条件，实验以完全相同的方式进

行和结束，则说明物理定律没有因为空间平移而

发生变化，这就是物理定律的空间平移对称性。

即空间各处对物理定律一样 — 空间的均匀性。



2. 物理定律的空间旋转对称性

如果把实验系统旋转任意一个角度，给以同样的

实验条件，实验以完全相同的方式进行和结束，

则说明物理定律没有因为空间旋转而发生变化，

这就是物理定律的空间旋转对称性。

即空间各方向对物理定律一样 — 空间的各向同性。

3. 物理定律的时间平移对称性

如果用实验系统做实验，其进行方式和结果与开

始时间无关，则说明物理定律没有因为时间平移

而发生变化，这就是物理定律的时间平移对称性。

即任何时间对物理定律一样 — 时间的均匀性。



4. 物理定律对时空的对称性

将时空联合，会涉及运动对物理定律的而影响，

例如物理定律是否对匀速运动具有对称性？

想象 2 套全同实验系统，分别安置在 2 个不同的

惯性系里。如果给以同样的实验条件，2 套实验

在各自惯性系以完全相同的方式进行和结束，则

说明物理定律对匀速运动具有对称性。

注意：需假设各惯性系等价，无特权惯性系。



牛顿定律对伽里略变换具有不变性，但对洛伦兹

变换不具有不变性。

麦克斯韦电磁学定律、狄拉克方程对伽里略变换

不具有不变性，但对洛伦兹变换具有不变性。

洛仑兹变换是 4 维时空的旋转变换。

物理定律的对称性举例

牛顿定律、热力学定律、麦克斯韦电磁学定律、

薛定谔方程、狄拉克方程都具有空间平移对称性、

空间旋转对称性、时间平移对称性。

说明空间是均匀的、各向同性的，时间是均匀的。



五. 因果关系和对称性原理
自然规律反映了事物之间的 “ 因果关系 ” 。

稳定的因果关系要求可重复性和预见性，

即要求相同的原因必定产生相同的结果，

或等价的原因必定产生等价的结果。

法国物理学家皮埃尔.居里（Pierre Curie）于 1894
年提出对称性原理：

（1）原因中的对称性必然存在于结果中；

（2）结果中的不对称性必然存在于原因中。

对称性原理是凌驾于物理规律之上的自然界的一条

基本原理。



六. 对称性与守恒定律

德国数学家艾米.诺特（Emmy Noether）1918 年
提出的诺特定理，论证了对称性与守恒律之间所

存在的普遍联系：

连续变换的对称性都对应一条守恒定律

 空间的均匀性与动量守恒定律

空间的均匀性导致动量守恒定律的成立。

若实验系统的实验过程和结果和空间平移无关，

则实验系统具有连续的空间平移对称性。

具有连续的空间平移对称性的系统，其动量必守恒。



 空间的各向同性与角动量守恒定律

具有连续的旋转对称性的系统，其角动量必守恒。

若实验系统的实验过程和结果与空间方位无关，

则实验系统具有连续的旋转对称性。

空间各向同性导致角动量守恒定律的成立。

 时间的均匀性与能量守恒定律

时间的均匀性导致能量守恒定律的成立。

若实验系统的实验过程和结果和时间平移无关，

则实验系统具有连续的时间平移对称性。

具有连续的时间平移对称性的系统，其能量必守恒。



七. 对称性在电磁学中的应用
根据在镜象操作下的变换性质，物理学中的矢量

分成极矢量和轴矢量。

极矢量：在镜象操作下，垂直反射面的分量反向，

平行反射面的分量不变。

...  ,  ,  ,  , DEFr


电位移矢量v

注意：实验可验证一个物理量是极矢量还是轴矢量。

轴矢量（赝矢量）：在镜象操作下，垂直反射面的

分量不变，平行反射面的分量反向。

...  ,  ,  ,  ,  : HBML


磁场强度有手性的量 
可证明：极矢量×极矢量的结果是轴矢量



极矢量在镜像操作下的变换

E


E


//E


E


//E


E


反射面

  EEEE


     , ////

变换前变换后



轴矢量在镜像操作下的变换

  BBBB


     , ////

反射面

B


B


//B


B


//B


B


变换前变换后



重要问题：对于镜面上的点，其极矢量和轴矢量应

满足什么条件？

1. 首先镜面相应镜像对称操作，故其处极矢量或

轴矢量在操作前后不变。

2. 要保持操作前后不变，由极矢量、轴矢量变换

特性可知，其必须满足：

镜面

P
E


B


对极矢量，只能有平行分量（面内分量）

对轴矢量，只能有垂直分量



【例】分析电荷均匀分布的无穷长圆柱体的对称性，

以及静电场的函数形式 z



//绕 z 轴的轴对称型性：正反

转动任意一个角度保持不变，

z 轴是旋转对称轴。

对通过 z 轴的任意平面// 以

及对垂直于 z 轴的任意平面

的镜像对称性，// 和是镜面。

沿 z 轴平移任意距离的平移对称性。

电荷分布的对称性：



z



//

电荷产生静电场，静电场具有电荷分布的对称性。

空间任一点同属于镜面 //、

rezrEE


),,( 

则电场方向只能沿径向

用柱坐标系：

关于 z 轴的轴对称性：

rezrEE


),(

沿 z 轴平移任意距离的平移不变性：

rerEE


)(

如果换成沿 z 轴均匀分布的电流，磁场如何？




