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§4.1 功
元功：力和所作用的质点的元位移的标积

功依赖于参考系

功是标量，可正、可负

功是过程量，不是状态量
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§4.2 动能定理

质点动能定理：
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合力的功等于质点动能增量

— 状态量



质点系动能定理：

质点 i ：合外力功 ─ W外i，合内力功 ─ W内i

质点系：    
i i i

i
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i
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i
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i
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  kkk EEEWW  初末内外

注意：内力虽成对，但其功之和不一定为零。

动能定理适用于惯性系，否则需考虑

惯性力的功。



【例】 皮带 M 以恒定速度v 传动，将砖块 m 静止地

放置其上，当砖块速度 vm = v 时，判断下面说法对

否？其中 f  和 f 分别是 m、M 受到的摩擦力。

F

vm
v = const.皮带Mf

驱动力
m

砖块

f 

（1）f 对 M 的功 =  f  对 m 的功

（4）F 的功 = m 获得的动能

（3）F 的功 + f的功 = 0

（2）F 的功 + f的功 = m 获得的动能



F

vm
v = const.皮带Mf

驱动力
m

砖块

f 
（1）f 对 M 的功 =  f  对 m 的功

错，m 与 M 间有相对位移。

（3）F 的功 + f的功 = 0，对， M 匀速，动能不变

（4）F 的功 = m 获得的动能

错，F 是作用在 M 上的

错，F 与 f 是作用在 M 而非 m 上的

（2）F 的功 + f的功 = m 获得的动能



【思考】F 的功 WF = ？
vm=0

F = – f = fv = const.fmf 
vm=v

m
A
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v = const.
F = 0
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S + S = 地面系皮带位移

S = 地面系砖块位移，  S = 皮带系砖块位移
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【例】长 L、质量 M 的平板静置于光滑水平面上，

质量 m 的木块以速度 v0 射入平板表面上，两者间

摩擦系数 ，求木块恰好未能脱离平板表面条件。
m v0 M

恰好未能脱离平板表面条件：运动到右端时，

木块相对平板速度为 0

0)( vv mmM 

摩擦内力作功： mgLW 

动能定理： 22)( 2
0

2 vv mmMW 

解：

水平方向动量守恒：

选水平面为参考系，木块和平板为系统。



选木板为参考系 — 平动非惯性系

对木块用动能定理：惯性力和摩擦力作功等于

动能增量：

木板加速度：
M
mgaM




木块所受惯性力：
M
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【例】质量同为 m 的两个小球，用长为 2l 的轻绳

连接后静止放置在光滑水平上。绳的中点一直受恒

力 F 作用，方向和初始时刻的绳方向垂直。

求：在两球第一次相碰前的瞬间，小球在垂直于 F
的方向上分速度多大？

v
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解：恒力 F 作用点的质元质量

为零，故绳张力 T 的平行

分量为：
2// FT 

设碰前小球在平行方向的位移和速度分别为 s//、v// ：

2
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对小球+轻绳系统，张力 T 为内力，做功为零。

恒力 F 为外力，其作用点的质元位移为 s// + l，故：



绳中张力的垂直分量：

 tan
2

tan//
FTT 

小球垂直方向的位移：

对小球用动能定理：
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§4.3 一对力的功

一对力：分别作用在两个物体上，大小相等、

方向相反，不一定是作用与反作用力
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一对力的功：

m2 相对 m1 的元位移
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 d   
相对末位置

沿相对运动路径

相对初位置
相对单个力对 rfW


▲ W对与参考系选取无关。

▲ 一对滑动摩擦力的功恒小于零。

摩擦生热：一对滑动摩擦力作功

相对单个力对 rfW


dd 

▲ 无相对位移、相对位移和一对力垂直时，

一对力的功必为零。

相对元位移



0        Nm WN v

不垂直于

0         NM WN v

不垂直于

MmN 对v

  但 0   NN WW所以

例如：

M光滑

m
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Mm对v
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【思考】单个静摩擦力作功 > 0,  = 0, < 0？
一对静摩擦力作功又如何？



§4.4 保守力

保守力：一对力，其功之和只和质点间的

始末相对位置有关，和相对运动路径无关。
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对任选的相对运动路径 L1、L2 ：
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— 保守力定义式
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或对任意闭合路径 L ：



弹性力 )( 0xxkf 

x0 — 平衡位置， k — 劲度系数

弹性力是保守力

虽然不是一对力，

但可当作保守力。
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 引重 — 保守力



§4.5 势能

保守力作功和路径无关，可引入标量函数

— 势能表示其作功。

位形：由质点构成的结构，决定于质点间的

相对位置，相对位置不变，位形不变。
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a 位形 = b 位形  c 位形



 Δ)()( 保内WEBEAE ppp 

定义：系统由位形 A 变到位形 B ，系统的

保守内力所作功等于系统势能减少，

或等于系统势能增量的负值。

势能零点：规定某位形 O 的 Ep(O) = 0

▲ 势能属于系统，是状态量

▲ 势能、势能零点选择和参考系无关
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§4.6 由势能求保守力
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在某点处，保守力沿空间某一方向的分量，

等于势能沿该方向的方向导数的负值。

（ ：空间一给定方向）l
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— 势能方向导数的负值
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标量函数梯度：大小等于方向导数最大值，

方向指向标量函数增长最快的方向。



直角坐标系下，Ep = Ep (x, y, z)
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哈密顿算符



  grad pp EEf 保



— 保守力指向势能下降最快的方向
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§4.7 均匀球体的引力
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一. 均匀球壳的引力
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x
Rsin设：球壳质量 m，半径 R，

质点质量 m0，距球心 r

球壳质量面密度： 2π4 R
m



由对称性，选圆环面：

先求球壳与质点的引力势能

 dsinπ2d RRS 环面

圆环面与 m0 的势能：
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质点 m0 在球壳外：
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质点 m0 在球壳内：
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球壳与质点的引力势能
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m 质点 m0 在球壳外时：

等同于同质量的质点在球心

对 m0 产生的引力。

质点 m0 在球壳内时：

球壳对 m0 的引力为零。

根源：引力遵循平方反比律



平方反比律的讨论
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立体角

（ds 线度 << r ）



球壳上的面元 ds1、ds2 

对 m0 张开相对立体角：
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平方反比相对面元引力抵消  m0 不受力



补充说明

对引力势能，前面使用了线性叠加的性质，

两质点间的引力作用只与两质点有关，

与其它质点是否存在无关 — 两体作用。

质点系的引力势能具有两体形式：

根据是引力有线性叠加性，是两体作用力：
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微观世界原子之间的作用，不能完全用两体

势能表示 — 存在多体形式。
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二. 均匀球体的引力

均匀球体：  = 常量，

等同于相同质量的质点在球心所产生的引力：

2
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r
mmGF 

m m0r

也适用于随半径分布的球体： = (r) 。

看成同心球壳叠加



§4.8 功能原理和机械能守恒定律

一. 功能原理

对质点系：  )()(    AEBEWW kk  内外

)]()([ AEBEW pp 保内

定义系统机械能   pk EEE 

 )()( AEBEWW  非保内外

功能原理适用于惯性系，对非惯性系，需要

考虑惯性力的功。

— 状态量



二. 机械能守恒定律

只有保守内力作功时，系统机械能不变：

   0  0 常量则且  EWW ，非保内外

孤立的保守系统的机械能守恒：

保内， WEEE pk  ΔΔ0Δ

动能、势能通过保守内力作功相互转化

保守系统：内力都是保守力的系统。



解：动能定理＋动量守恒＋机械能守恒＋相对运动

【例】水平面上有一质量 M、倾角的楔块，质量

m 的小滑块从高 h 处静止下滑到底面，忽略所有

摩擦。求 m 对 M 作的功 W 、M 后退距离 S 。
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对 m+M+地球：

相对运动关系： V
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(5) 式也可由 m＋M 质心在 x 方向不动得到
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设下滑时间 T，对 (2) 式 积分：0 xmMV v



【例】一质量为 2m 的环

套在光滑的、水平固定的l m2m

细杆上，用长 l 的轻绳与质量为 m 的小球

相连。将轻绳沿水平拉直，使小球从与环

等高处静止释放。

求：当轻绳与水平杆夹角为 时，其中的

张力 T 。



解：环沿 x 方向运动，设速度

为 ux ，设球速度为 v 。
x

y

N

环＋球系统：

杆力 N 沿 –y 方向， x 方向

不受力，分动量守恒：

只重力作功，机械能守恒：

02  xx mumv (1)

0sin2
2
1)(

2
1 222  mglmum xyx vv (2)

小球相对环作圆周摆动，设相对速度为 v 。
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(1)－(5) 可解出所有速度分量

球相对环的速度 的分量满足：v 

(5)0 yy vv

tan||| yx| vv  (3)

xxx u vv (4)

在圆环这个平动非惯性系中求

绳中张力 T ：
 T

环a

(6)环惯 maF 

cos2 Tma 环
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yv 
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惯F 



圆周运动法向方程：

(8)
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mmgFT
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 惯

(1)－(8) 解出绳中张力 T ：

mgT 22
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惯F 
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光滑

下图地面压力如何变化？【思考】

【演示】

锥体上滚，载摆小车



【例】若系统在惯性系 S 中动量和机械能守恒，则

系统在其它惯性系 S 中是否动量和机械能也守恒？

答：在其它惯性系 S中动量和机械能也守恒。

证： 0 iF外


由于S是惯性系，故仍满足

dW外= 0， dW非保内 = 0

设惯性系 S 相对S 的速度是 （常矢量）v

故动量仍守恒。

在惯性系 S 中机械能守恒，故：
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绝对元位移 相对元位移 牵连元位移
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非保内非保内 WW

故 S中机械能仍守恒。

系统在某个惯性系中机械能守恒，并不能保证在

其它惯性系中机械能也守恒，除非其动量也守恒。



三. 势能函数与系统稳定性

势能函数可反映系统的稳定性：

▲ 局部极小点：稳定平衡位形

以平衡位形为基准，位形稍有形变，保守

内力会使系统向平衡位形恢复。

▲ 局部极大点、拐点：不稳定平衡位形

平衡位形：各质点受力为零的位形。

以平衡位形为基准，位形稍有形变，保守

内力会使平衡位形进一步破坏瓦解。



不稳平衡 随遇平衡

平衡种类（一维为例）

稳定平衡

势能曲线

在 A 点，若 Ek > E1 则质点可

越过势垒进入 B 区。

在 B 点，若 Ek > E2 则质点可

越过势垒进入 A 区。

亚稳平衡

E1 E2

A
B

势垒

势阱

总能量 E决定质点在势场中的

运动范围。



【例】双原子分子势能曲线

r < r0 ：f > 0，斥力作用

r > r0 ：f < 0，引力作用

r = r0 ：f = 0，平衡位置

r

Ep

r0O

O C

【思考】用势能讨论小珠

的稳定性

恒定

小珠
R

HW
附注
把合力看做新重力场或者用假想法，微小移动后看看是不是让它回去的力



【例】半径 R 的圆柱体在水平面上固定不动，厚度

t 的均匀木板水平放置在圆柱体上，其长度方向与

圆柱体的轴垂直，处于平衡状态。问厚度 t 取何值

时才稳定。

R
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C



设木板偏离平衡位置转过一个小角

0sin  mgf

木板不沿圆柱体滑动条件：

切向合力为零，即：

静摩擦力 f  满足：

0tan    

 cosmax mgNff 

故只要   0，木板作小角偏离不会滑动。
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矢量关系：

质心 C 坐标：

PCMPOMOC 
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取 O 点为势能零点，木板的势能为：
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稳定平衡要求： Rt 2    

木板厚度 t  < 圆柱体直径 2R 时，可以稳定。

0
d

d

0
2

2
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一阶导数定平衡  二阶导定稳定



势能曲面（二维为例）

C3 团簇稳定结构

正三角形

Ep

键长 l

键角

等腰三角形


l

亚稳结构

基态结构



§4.9 质心系中的功能关系

一. 克尼希定理

惯性系 S ：

 2

2
1

iik mE v

2 )(
2
1

CikC mE v

质心系 S： 0 ,0  Ciim vv 

   
2
1 2

iik mE v

Cii vvv 
  

— 质点系内动能

— 质心动能

— 质点系总动能

HW
附注
vc是质心速度  vi\是质点对质心系是速度



质心系中功能原理仍成立，和惯性系中形式

相同，和质心系是否是惯性系无关。

二. 质心系中的功能原理

 Δ   EWW  非保内外

) () (
2
1

2
1 2

CiCiiiik mmE vvvvv 
 

22 )(
2
1) (

2
1

CiCiiii mmm vvvv  


   kCkk EEE  — 克尼希定理所以

0

HW
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=MV保持、=0（质点系动量等于志新动力



若质心系是惯性系，则功能原理必然成立。

若质心系是非惯性系，则需考虑惯性力的功：

EWWW  dddd 惯非保内外

设质心加速度为 ，则：Ca

 
i

iCi ramW  d)(d 惯

0

EWW  ddd   非保内外

【证明1】

tma i
i

iC d)( v  




Oiii rFrF  


d d

外W  d

ii rFW 
dd  外

【证明2】

kCEWW d dd    外外 (1)

Ci rF 
d)(  

内力成对出现：  dd 非保内非保内 WW  (2)

科尼希定理：

势能与参考系无关：

kCkk EEE ddd  (3)

pp EE  dd (4)

S

O

O

S

ir

mi

×
C CviF



Or 


ir 
 CO vv 



HW
附注
o·c在s系中是常矢量，微分是0



(1) + (2) 得：

(3) + (4) 得：

 dd ddd 非保内外非保内外 WEWWW kC  (5)

pkCkpk EEEEE  ddddd (6)

S 系中功能原理：

EEEWW pk ddddd  非保内外 (7)

由 (5)(6)(7) 得：

EEEWW pk  ddddd 非保内外

质心系中功能原理仍然成立，形式不变。



质心系中机械能守恒定律：

   0  0 常量则且若  EWW ，非保内外

三. 两质点系统的内动能

惯性系 S：

21

2211

mm
mm

C 



vvv


2
21 )(

2
1

CkC mmE v

不管质心系是否为惯性系，功能原理和机械

能守恒定律都与惯性系中形式相同。

设 m1 速度为 ，m2 速度为 2v1v



质心系 S： kCkk EEE   

2

21

2211
21

2
22

2
11 ))((

2
1

2
1

2
1

mm
mmmmmm
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mm

mm

— 相对速度

21

21 
mm

mm


 — 约化质量

 
2
1  2

rkE v则 — 两质点系统的内动能

令 12 vvv 
r



2
12

1 rk mE v， 12 mm 若 ， 1m则

【例】对飞船 地球系统：

m船 << m地，

在质心系，飞船和地球总动能：

22

2
1

2
1 船对地船vv mE rk  

  m船，

地心系中飞船动能

vr = v船对地，

在质心系，可不考虑地球动能。



【例】第三宇宙速度

第三宇宙速度：从地面发射宇宙飞船，使它能相继

脱离地球和太阳的引力束缚而需的最小发射速度。

过程分 2 步：

1. 发射会利用地球在太阳系的公转速度：沿地球轨

道运动方向发射。让飞船脱离地球引力场作用，

进入地球绕太阳的公转轨道运动，而且保持一定

的动能。此时在太阳系观察，地球、飞船都在地

球公转轨道上运动，地球 —飞船的距离足够大，

以至于地球 —飞船的引力势能几乎为零。

注意：第三宇宙速度是相对地球的。



2. 在太阳系，飞船在地球公转轨道上运动，有足够

的动能，以逃离太阳的引力场作用而进入太空。

日

地
船

太阳系的观察结果

a b

c

a：发射， b：逃离地球束缚， c：逃离太阳束缚

HW
附注
b到c从太阳看是第二宇宙的速度



由于地球质量 >> 飞船质量，故地球 —飞船质心系

和地心系等价。飞船脱离地球引力场束缚的过程中，

太阳对地球 — 飞船系统近似不做功，地球 — 飞船

系统机械能守恒。

2
3

2
3 2

1
2
1 vv  船

地

船地
船 m

R
mm

Gm

在地球 —飞船质心系或地心系，设第三宇宙速度为

v3，脱离地球引力束缚后的速度为 v3 ：

在太阳系，地球绕太阳的公转速度：

日地

日
地




r
Gm

u



在太阳系，飞船脱离地球引力束缚后的速度为：

地uu  3v

在太阳系，飞船恰好能脱离太阳的引力束缚要求：

0
2
1 2 

日地

船日
船 r

mm
Gum

m/s 106.16)223(2   3
3 

日地

日
地 r

m
GgRv

）（ 日日地地 kg1099.1   m,1050.1   m,1037.6 30116   mrR

【思考】为何不在太阳系直接计算第三宇宙速度？



两质子达到最近距离时，动能全部

转化为静电势能：

解：

（地面系如何？）

min

2
2

0 )3)(
2

(
2
1

r
ek

m p v 2
0

2

min 9
4   

vpm
ker 

只有保守内力作用，动能 + 静电势能守恒

质心系：

求：能达到的最近距离，忽略万有引力。

【例】质子间相互作用电势能 ，

k 为常量。两质子从相距很远处分别

以速率 v0 和 2v0 相向运动。

rke2

e r
mp mp

e



§4.10 碰撞

▲ 强调碰撞前后运动状态的变化，忽略

过程细节

▲ 强调内力、忽略外力

动量守恒

角动量守恒

动能守恒（弹性碰撞）



2021012211 vvvv mmmm 

一. 一维正碰

设碰撞前后参数如下，速度为代数量：

1. 弹性碰撞

2
202

2
101

2
22

2
11 2

1
2
1

2
1

2
1 vvvv mmmm 

碰撞时小球在弹性限度内发生形变和形变恢复，

碰后系统动能守恒：

设碰撞前后动量守恒：

m1 m2 m1 m2
20v10v

碰前

2v1v

碰后



21

2021021
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mm

mmm
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21

1012012
2
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mm

mmm





vvv

碰撞前后相对速度大小不变，方向相反：

201012 vvvv 

101 vv 

 m1= m2，碰撞后速度互换： 102201    , vvvv 

 m1 << m2 且 v20 = 0，碰撞后 m1 反弹，m2 不动：

102101 2   , vvvv 

 m1 >> m2 且 v20 = 0，碰撞后 m1 原样前进，m2 以

2 倍速前进：



碰后动能损失：

kk E
mm

mmE 
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21

21 )(
2
1 vv损

2. 完全非弹性碰撞

21

202101
21 mm

mm




vvvv

碰撞时小球发生范性形变 — 只有形变，没有形变

恢复，碰后系统动能不守恒，m1 、m2 以相同速度

运动：

两球的内动能全部损失，转化为其它形式能量：

热能或小球内能。



介于弹性与完全非弹性之间的碰撞

引入恢复系数： 10   ,
2010

12 



 ee
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202

21

20102
101

)()1(

)()1(

mm
me

mm
me











vvvv

vvvv

3. 非弹性碰撞

碰后动能损失：

kk Ee
mm

mmeE 


 )1()(
2
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2010
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212 vv损



设系统动量守恒：

完全非弹性碰撞有唯一解

弹性碰撞

2
202

2
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2
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2
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1
2
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2
1
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补充一个角度关系有唯一解

解不确定：源于小球的质点化、刚化模型

二. 二维斜碰

2021012211 vvvv 
mmmm 

m1

m2
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