
力 学



运动学：只描述物体运动，不涉及引起

运动和改变运动的原因。

动力学：研究物体运动与物体间相互作

用的内在联系。

静力学：研究物体在相互作用下的平衡

问题。

1. 牛顿力学

适用于弱引力场中低速运动的物体。



相对论运动学：相对论时空观，洛仑兹

变换、时间延缓、尺度收缩。

相对论动力学：动量定理、能量动量关系、

质能关系、力的变换关系等。

2. 狭义相对论

适用于高速（接近光速）运动的物体。

3. 振动和波动

以机械运动来介绍振动和波动，基础主要

是牛顿力学。



1. 加法 平行四边形法则

交换律 ABBA



结合律 CBACBA
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2. 数乘 矢量乘标量结果仍为矢量
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矢量：有大小、方向

矢量及其微分



交换律 ABBA




分配律 CABACBA
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3. 标量积 ,cosABBA 


4. 矢量积
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5. 混合积
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平行六面体体积 )( CBA


共面或其中任意 2 个平行则：CBA


 , ,
0)(  CBA



C


B
A



HW
附注
当BZ CZ=0时 仅与AZ有关
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7. 矢量微分
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6. 三重矢积
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行列式三行分别求导
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矢量变化包括：大小变化、方向变化

特例：
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方向单位矢量A
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附注
A即为向量A的模长
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附注
此处λ不一定是常数，标量即可



§1.1 参考系

§1.2 位矢、位移、速度、加速度

§1.3 直角坐标系、匀加速运动

§1.4 自然坐标系、圆周运动

第一章 质点运动学

§1.6 相对运动

§1.5 平面极坐标系



一. 参考系

参考物：用来确定所观察的物体的位置而

选定的参考物体或物体系

§1.1 参考系

运动学中需要测量物体运动到空间某位置处的时刻，

原则上的做法是：

参考空间：和参考物相固连的空间

（1）用校准的、相对参考物静止的尺把参考空间

每一点的坐标标定出来。

（2）在参考空间每一点配置一个校准的、相对参

考物静止的时钟。



（3）参考空间每一点处配置一名相对参考物静止

的观测者，物体运动到该点处，由该点处的

观测者记录时间和坐标。

（4）通过参考空间不同位置处的观测者的记录，即

可得知物体的运动情况。

参考系：参考空间 + 相固连的校准时钟

x

z

y

运动学中，参考系是时空测量系统的抽象。习惯用

相固连的直角坐标框架和配置的时钟表示参考系：



绝对空间，就其本性来说，与任何外在的情况

无关，始终保持着相似和不变。

绝对时空是脱离物质的数学时空，时间、空间各自

独立，空间是欧几里得空间。时间和空间的度量是

绝对的，和物质、运动、参考系无关。

绝对时空观和狭义相对论时空观

牛顿 —《自然哲学的数学原理》提出：

绝对的、纯粹的数学的时间，就其本性来说，

均匀地流逝而与任何外在情况无关。

牛顿坚信：宇宙间存在绝对静止的参考系，其时空

就是绝对时空。



这样，任何参考系的时空都和绝对时空一致而无

差别，时间和空间的度量都和绝对静止参考系的

一样而无差别。

牛顿的绝对时空观导致：

在不同参考系：测量同一个物体的长度一样，

测量两个物体相遇的时刻一样，测量同一个

生命体从出生到消亡的时间间隔一样，...
两把静止时长度相同的尺，有相对运动时长度

仍相同。两个静止时校准的时钟，有相对运动

时走时仍相同。



这样，每个观测者都可以用不在本地配置的“校准”

的尺和时钟进行时空测量，而且不用考虑尺或时钟

是否在运动。

狭义相对论时空观

时间和空间紧密联系，时间、空间及其度量和物

质、运动、参考系有关，空间是欧几里得空间。

每个惯性参考系都有各自的时空，不同惯性系的

时间、空间可以不同。



二. 平动参考系与转动参考系

t1

物体平动：任 2 点连线在运动中保持平行。

物体内所有点的平动轨迹都“相同”，故整体

上可用一个质点的运动描述。

质点概念：强调物体的质量和占据的位置，

忽略物体体积。

t1
t2

t3
t2

t3

【思考】质点和质元的区别

HW
附注
看运动形态区分

HW
附注
用底下一点,中间一点....均可  上下两条轨迹不能叫平行！不是直线  叫错开关系，可以平移

HW
附注
质元是把一个物体剖分成一个个小质量点我认为是一个占物体全部质量，一个不含质量   老师：质点密度无限，体积0，质量有限 质元：体积质量趋近0，密度有限类似电磁学中点电荷和电磁元问题：点电荷自能发散 电贺元用体电荷面电荷就不发散



物体转动：绕某个瞬时轴或固定轴旋转。

t1

t 3



物体内各点的运动状态不尽相同，故不能用

一个点的运动代表物体的整体运动，也不能

代表其它点的运动。

HW
附注
一方面掌握整体转动情况 还要了解每一点转动情况



平动参考系：参考物只作平动，相固连的

坐标框架方位不变。

O x

y
t1

转动参考系：参考物只作转动，相固连的

坐标框架转动，方位变。

t1

O x

y

【思考】飞船是什么参考系？转动物体上的

一点能否当作参考系？

O x

y
t2
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有些参考书把坐标系参考系统称“坐标参考系 注意分辨



公转是平动

飞船的运动

t1

公转＋自转

只考虑公转运动，飞船为平动参考系

t3
O x

y

t1
O x

y
t2

O x

y

HW
附注
看画出一条线，是否始终平行



转动的物体

 

考虑物体整体的转动，物体是转动参考系



转动物体上“一点”的运动

 

O x

y t2

假想一个作平动的物体，其运动用转动物体上的

这“一点”的运动代表，如果把平动物体当作参考

物，则这“一点” 就对应一个平动参考系。

O x

y t1

HW
附注
假想一个物体的平动可 代替转动（假设实验

HW
附注
为什么转把手把摩擦？ 手是平动  但是把手会自转  可以在上面带个套或者铁把，这样把手也在做平动   此时把手就是平动参考系



太阳系：太阳、恒星构成，平动参考系

常用参考系：

地心系：地球、恒星构成，平动参考系

质心系：平动参考系

地面或实验室参考系：一般参考系

地心系

地面系

太阳系

HW
高亮

HW
附注
参考系的物体是平动转动的针对哪个参考系？
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附注
刚体极为重要！



运动函数：质点位矢和时间的函数关系

)(trr 


运动函数在选定坐标系下的分量表示就是

运动曲线的参数方程，消去 t 得轨迹方程。

（固定点）

轨迹

)(tr

O

§1.2 位矢、位移、速度、加速度

位矢：质点相对参考系内固定点的位置矢量
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位移：质点的位矢在一段时间内的改变量 r
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路程：质点实际运动轨迹的长度 s 
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一个矢量一个标量肯定不等

HW
附注
这里是有限情况
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附注
可用上一讲的位矢链式求导
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【例】质点沿曲线由 A 运动到 B
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这个r还是位矢



速度：质点位矢对时间的变化率

平均速度：
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速度方向：沿轨迹切线方向
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加速度：质点速度对时间的变化率
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加速度方向： 变化方向v

加速度大小：
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运动学的两类问题：

积分：
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高亮
必须记的套路方法！！
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把自变量函数分别放一边，可能还得化成分量积分
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附注
关于时间的几阶微分方程需要几个初始条件关于空间的叫边界条件二者都叫定解条件



作定量计算时，需要建立合适的坐标系。

注意：物理量包括标量、矢量、张量。参考

系的选择可能会影响“物理”：影响物理量

的观测及其所表达的客观物理定律。坐标

系的选择不影响“物理”，影响的是物理量

的分量、物理公式的分量表达。
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标量矢量就是0 1阶张量 

HW
附注
用直角坐标极坐标....问题不大   物理学只要保证定性对，能解释现象就行   数学好学物理有帮助，但是数学不好不影响工科太机械 基物是最后一次训练逻辑的机会  认为jobs的创新就是条条框框   但是突破是需要理科思维的



§1.3 直角坐标系、匀加速运动

一. 直角坐标系 z
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坐标：x，y，z

基矢量： kji
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特点： 为单位常矢量，与坐标无关kji


   ,   ,
二. 直角坐标系中运动的描述
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直角坐标系适合描述 为常量的运动：

抛体运动、匀速圆周运动等

a


三. 匀加速运动

自学直线、抛体运动，用直角坐标系求解。



坐标系如图，船头位矢：
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【例】用直角坐标系求船速 0 x
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船的加速度
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和 同向，船加速靠岸。va



一. 自然坐标系

§1.4 自然坐标系、圆周运动
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基矢量：

坐标：路程 s

切向 ：指向轨迹切向te

法向 ：指向曲率圆圆心ne

特点： 方向随路程 s 变，非常矢量nt ee    ,

s P1
条件：轨迹已知

 — 曲率半径
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被约束的可预言轨迹
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三维不止一个曲率圆  只搞主曲率



微分关系：

证明：
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记用这个就好   大小是dθ 方向en
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夹角几乎是90  腰长乘角度    方向与ets垂直，则与en平行
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二. 自然坐标系中运动的描述
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切向加速度

法向加速度
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 描述速度方向的变化

描述速率的变化

自然坐标系最能反映出运动特征，物理图像

清晰。轨迹已知时用自然坐标系方便。

与 同向加快，反向减慢。ta v
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附注
没有法向加速度就正常向原方向动



【例】行星沿椭圆轨道运动，加速度指向一

焦点，定性分析由 M 到 N 速率的变化。
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解： M 到 N 中 与 反向，故速率减小。ta v
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答：

【例】质点做斜抛运动，忽略空气阻力，运动中

（1） 变化否？
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（2） 变化否？
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（3）法向加速度变化否？（4）最大、最小曲率半径
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分子分母分别最大最小即可  正好对于极端情况



三. 圆周运动

 
td

d

有限大角位移不能定义

成矢量，不满足矢量加法。

转向




1. 角位移

2. 角速度 


大小：

方向：按右手定则判断
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无穷小角位移 d可以定义

成矢量，满足矢量加法。
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3. 角加速度

4. 速度
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它们长度都是1唉！又互相垂直唉！
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负小r，再换个顺序
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这两个都是标量！傻瓜！直接带进去



5. 加速度
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6. 角量与线量的关系
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设矢量 的始点在轴上，保持长度不变，以 绕轴

瞬时转动，则有：
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一个非常重要的公式
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其实就是速度
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后两项是方向 前两项是大小



*四. 转动的进一步讨论

1. 角位移能否定义成矢量

角位移表示物体或质点绕某个轴转过一个角度：

矢量满足加法的交换律。举例：一个物体先位移

，再位移 ，和先位移 ，再位移 ，产生

的结果即总位移一样： 。所以

位移可以定义成矢量。
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 2r


 2r
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这是另一个问题



(a)、(b) 结果不同表明：物体绕 2 个相交轴相继转

过 2 个有限角度，结果和 2 次转动的次序有关。

所以有限大的角位移不能定义成矢量。

1221 


 

这意味着：如果把有限大的角位移定义成矢量 ，

则两个有限大的角位移不满足矢量加法的交换律：








2. 转动的矩阵表示

问题：刚体绕某个轴转过一个角度后，刚体上的点

相对转轴上的原点的位矢变化关系是什么？

坐标系原点 O 要选在转轴上，定义转轴方向 ，

与转动的绕向成右手关系。
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刚体中任两点空间位置均不变
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括号里是矢量长度 后半是方向刚体不变形 OP=OP`
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nh rh   OP  SIN   但是 r向量等于r尖角 O`P有错
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设：

, ,  是 的方向余弦。n̂
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(1) 式可以表示为矩阵形式：
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r),ˆR(r  n记为： R 称为转动矩阵



对刚体： ，R 是正交矩阵：rr 
 1R 

)
2

cos
2

sin(
2

sin2

)
2

cos
2

sin(
2

sin2       
2

sin)(
2

cos

13

12
22222

11









R

RR

)
2

cos
2

sin(
2

sin2

2
sin)(

2
cos       )

2
cos

2
sin(

2
sin2

23

22222
2221









R

RR

2
sin)(

2
cos

)
2

cos
2

sin(
2

sin2       )
2

cos
2

sin(
2

sin2

22222
33

3231









R

RR

HW
附注
始末长度不变     正交矩阵：行列式等于正负一：旋转    等于-1：空间反演或者矩阵



所以角位移一般不能定义成矢量。

3. 有限角位移非矢量

设有 2 个相交轴，交点是原点 O。刚体绕 2 个轴

的转动矩阵分别是 、 ，一般情

况下：

),ˆR( 11 n ),ˆR( 22 n

),ˆR(),ˆR(),ˆR(),ˆR( 22111122  nnnn 

说明刚体先绕轴 1 再绕轴 2 转，和先绕轴 2 再绕

轴 1 转的结果不同，和转动次序有关。
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附注
矩阵相乘一般不满足交换律



如果角位移无穷小，即转角为 d，对转动矩阵的

矩阵元中的sin / 2、cos / 2 作泰勒展开，保留到

1 阶项，转动矩阵为：

4. 无穷小角位移是矢量























1dd
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dd1
)d,ˆR(





n

这时刚体绕两个相交轴连续发生 2 次无穷小转动，

转动矩阵满足对易关系：

)d,ˆR()d,ˆR()d,ˆR()d,ˆR( 22111122  nnnn 



所以无穷小角位移可以定义成矢量。

说明在无穷小角位移的情况下，刚体先绕轴 1 再绕

轴 2 转，和先绕轴 2 再绕轴 1 转的结果相同，和转

动次序无关。

事实上，在无穷小角位移的情况下，根据：

r)d,ˆR(r  n
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重新用矢量关系表示为：



rkjirr 
 ) d d d( 

rnr 
 )ˆ d(d   

— 无穷小角位移矢量n̂ dd  

记为： rr 
 dd

和转动的绕向成右手关系。   ,d  ,n̂

两边除以dt，得到熟知的关系：

 ˆ
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— 角速度矢量
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§1.5 平面极坐标系

re


e


r

O

坐标：r,  （逆时针为正）

基矢量：

径向 ：指向 r 增加方向re


横向 ：指向 增加方向e

特点： 是  的函数，与 r 无关eer


  ,

rr eeee


 dd     ,  d d    （自己证）

平面极坐标系适合 指向定点的情况：如有心力场a
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  rerr 
位矢：

速度：
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径向速度：   rr v

横向速度：   
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加速度： eaeaa rr




t
a

d
dv

 te
t

re
t
r

r d/)
d
d

d
dd( 

 


t
e

t
ret

t
r

t
e

t
re

t
r r

r d
d

d
d]d/)

d
dd([

d
d

d
d

d
d

2

2



 



)  dd     ,  d d ( rr eeee    

 )2()( 2
 errerra r




  2 rrar   )(
d
d12 2

 r
tr

rra 

HW
附注
这是1点！



【例】绞车恒定速率v0 

收绳，求：船的速率v h


v0

r

O

re

e


如图建立极坐标系
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d vv 
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rhcos几何关系：
t
r

r
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t d
d

d
dsin   2


解：



§1.6 相对运动

在不同参考系中观察同一物体的运动，它们

之间的相互关系如何？

静止参考系：相对观察者静止的参考系 S
运动参考系：相对观察者运动的参考系 S

绝对运动：物体相对静止参考系 S 的运动

相对运动：物体相对运动参考系 S的运动

牵连运动：运动参考系 S相对静止参考系

S 的运动



根据绝对时空观可得：

  0rrr
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 r 

O
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一. S系相对 S 系作平动

y

x

S

O

u


y u


S

xO

位移变换关系：

S系的参考物相对 S 系作平动



速度变换关系：

  u


 vv

— 相对速度v 
— 绝对速度v

— 牵连速度u


加速度变换关系：   0aaa




 BCCABA 对对对 vvv 


— 伽利略速度变换

A , B , C 间只相对平动



注意：

1. 伽利略速度变换不是速度的合成与分解：

速度的合成与分解是在同一参考系下的

数学上的矢量运算，总能成立；

伽利略速度变换是不同参考系下速度的

变换关系，反映了时空变换关系，具有

深刻的物理含义。

  ABBA 对对 vv 


2. 经典力学和相对论都认可相对运动关系：



二. S系相对 S 系作转动

瞬时轴

r 

O y

z S
S

x




x

y

z
O

v 

S系的参考物相对 S 系作定点转动，角速

度为 ， 角加速度为 。





在 S 系，代表 S系
的直角坐标框架 xyz
绕通过固定点 O 的
瞬时轴作定点转动
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附注
刚体转动每个瞬间都绕通过一不动点的轴转一下（轴也在转



速度变换关系仍满足：

加速度变换关系：

u


 vv 

  cor0 aaaa




a — 绝对加速度

a


— 相对加速度

τc0 aaa 
 — 牵连加速度

v 


2cora — 科里奥利加速度

  r 


vv

)      )( ( τc rara 



向轴加速度 切向加速度
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a 用ijk表示   a`YONG   I`  J `  K`



证明
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O y

z S
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x
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z S

O

虚线是转动系 S的瞬时转轴，代表 S系的直角坐

标框架 x y z以角速度 相对 S 系转动。原点 O
必需选在转轴上，O在 S 系不动。



质点 P 相对 S、S系的位矢满足：

)( )( trOOtr 


S 系：

(1)         )()()()()()( 

)()()(       

tktztjtytitxOO

ktzjtyitx








S、S系对上式理解不一样：
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OS 系：
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 , ,是常矢量，

非常矢量，以角速度 转动。


OOkji  , , ,


kji 


 , ,非常矢量，在转动， 是常矢量。

（1）式两边对时间求导：
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利用之前学的，对长度保持不变的绕轴旋转的矢量：

可得：

)3(       r 


vv
从（3）式可知：在静止系 S 中求转动系 S中的某

矢量 对时间的导数，结果是：kAjAiAA zyx 
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是静止系 S 中对 t 求导， 不变， 变。td
d

kji


 , , kji 


 , ,



是转动系 S中对 t 求导， 不变， 变。td
d~

kji


 , ,kji 


 , ,

(3) 式对 t 求导，利用 (4) 式可得：
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d
d rr

t
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 vv
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 2)( rraa

特例：S系相对 S 系作匀角速度转动

这时 S系的参考物相对 S 系作匀速定轴转动：

  0，切向加速度为零。常矢量，  
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前一半是dv'/dt
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A

C

P


Cv

【例】轮子在水平面做无滑滚动：接触点 P
相对水平面速度为零，瞬时静止，轮子心 C
相对水平面的速度为 。

（1）证明 P 点相对 C 点的速度等于 ；

（2）求 A 点相对水平面的速度。
Cv

Cv
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对平动参考物：质心系补充概念：瞬时转动中心



CPP vvv 


CP vv 


0Pv

Pv 是 P 点相对水平面速度

是 P 点相对 C 点的速度Pv 

无滑动滚动条件：

设：

根据伽利略速度变换有：

所以

（1）证明 P 点相对 C 点的速度等于 Cv

A

C

P


Cv



设：

（2）求 A 点相对水平面的速度

P 点相对水平面静止，

CAA vvv 


Av 是 A 点相对水平面速度

是 A 点相对 C 点速度Av 

CvA

C

P

Av 



Av

P 点为瞬时转动中心，

ACA     v

APA         v



A 点 相对水平面的速率：

2sin2 
CA vv 

)π( CA vv 

和 夹角是 )π( Av  Cv

由上面两个垂直关系知：

CvA
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Av 
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求 vp、ap

v0 恒定【例】圆不动，横线以 v0

恒定运动，求交点 p 的速度

和加速度。
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易知 p 在竖直方向匀速运动，

所以 ap 应沿水平方向

求 ap 另法：
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2
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coscoscos RR
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求：（1）相遇时间 t 。
（2）以图中 t = 0 时刻位置建立

的极坐标系，B 的轨迹。

【例】t = 0 时刻，ABC是正三角

形，A, B, C 保持这样运动：A 向
着 B，B 向着 C，C 向着 A 都以

相对地的恒定速率 u 运动。

A

B

C
l

l

l 
O



根据对称性，任意时刻 ABC 
都保持正三角形，任意时刻：

uB对A 与 A、B 连线夹角 = 30º

A

BC

uA对地

uB对地

u地对AuB对A
30º

所以相遇时间为：
u
l

u
lt

3
2

30cos30cos2
Δ 




（1）相遇时间 t 。

uB对A = 2ucos30º



有人会问：uB对A 并不沿 A、B 
连线方向，A、B 不能相遇。

A

BC

uA对地

uB对地

u地对AuB对A
30º

 B 仍然作曲线运动，终点是 A；

实际上，以 A 为参考系看：

以 A 为极坐标原点，曲线切线就是 uB对A 方向，

与矢径的夹角保持 30º不变，所以：

t = 初始径向距离 / 径向速度

= l / 2ucos30ºcos30º
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距离初始

也可在地面系求相遇时间 t 

A

BC
uB对地

30º
r

O
用题中极坐标系，任意时刻：

uB对地与径向（OB 连线）的夹角

不变，等于 30º，则径向速度大小

不变，等于 ucos30º。

问题（1）的关键：极坐标系，径向速度为常数，

相遇时间 = 径向距离 / 径向速度



分析同前，可知：
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uB对地

30º
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O

（2）B 的轨迹。

 30cos
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径向速度

横向速度  30sin
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消去 dt 得 d3d
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两边积分得 
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运动是相对的

一个重要问题

参考系是平动还是转动参考系也是相对的

参考物的运动是相对的

设在静止系 S 中 A、B 绕
同轴以相同角速度转动，

且 A 沿轴向上移动。

若以 B 为静止系，则判定 A 为平动系，S 为一般

系或转动系。

A

B

S




v

则 A 判定为一般参考系，B 判定为转动系。



事实上，讨论相对运动问题时， 首先需要选择一

个“静止系”，这样整个问题的“基准”就定了。

运动学中 “静止系”的选择是任意的，这对讨论

物体的相对运动不会带来问题。

但在动力学中，“静止系”选择不再具有任意性，

将可能造成严重问题，动力学中参考系选择需要

以“惯性系”为基准，这是牛顿定律的要求。

问题：“参考系是相对的”会不会对讨论物体的

相对运动产生问题？



一个重要关系 — 相对角速度

设物体 A、B 在静止系 S 中分别以角速度 、

绕定点 O、O 作定点转动，则物体 B 相对

A 的角速度为：

SA对


SB对


  SASBASSBAB 对对对对对 




O y
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SA对


O

SB对


O 
A B



或者，在以 A 为参考物的转动系 S 中，物体 B 
的角速度为：

O y

z S

x

SA对


O

SB对


O 
A B

S

注意：经典力学默认相对转动关系

    SSSBSSSBSB 对对对对对   


  SAAS 对对 




以上关系证明留待学习刚体后。



【思考】

O

S




A

B
S

设在静止系 S 中，转动系 S
以角速度 转动。



两物体 A、B 相对 S 、S系的

速度分别为 和 。BA vv 
、 BA vv 


、 

根据转动系的相对运动关系有：

OAAA r 对


 vv OBBB r 对


 vv 

)(   OBOABABA rr 对对


 vvvv

BABABA r 对对对


 vv   

S 、S系给出不同的 A 相对 B 的速度！有何问题？




