
分别代表什么？、 ∫
(B)

(A)
d r
r

∫
(B)

(A)
d rr ∫

(B)

(A)
d r和

1. 质点沿曲线由A运动到B， 为位矢径，r
r

则

答：  ∫
(B)

(A)
d r
r —— 从A到B总位移的大小

∫
(B)

(A)
d rr —— 从A到B的总路程

∫
(B)

(A)
d r —— 末、初位矢大小之差

rA rB
rr

A B•
•

•

）（   AB

（ AB ）

（rB - rA）



2. 一质点做抛物体运动（忽略空气阻力），

（1） 是否变化？
td

dvr

.const
d
d

== g
t

r
rv

θ0

0vr

x

y

x

y

g
r

vr
答：

回答质点在运动过程中：

不变



（2） 是否变化？
td

dv

答： ， v
θsin

d
d ga

t t ==

， θcosgan =答： 变化。

（4）最大和最小曲率半径在何处？各多大？

答：曲率半径 θ
ρ

cos

22

gan

vv
==

起、落点：   vv ，>0 0

2
0

max cosθ
ρρ

g
v

==

（3）法向加速度是否变化？

θ0

0vr

na

y

g
r x

vr变化。

最高点： 0=θ g
0

22
0

min
cos θ

ρρ
v

==， vv 00 cosθ=

θθ >0

ta
θ

θ



3. 一质量为 m 的小球按如图所示悬挂平衡。

A 图是刚性绳索，B 图是弹簧。剪断水平绳

索瞬间，两种情况下小球所受拉力多大？

θ
A

θ
B



向运动，

θcosmgT =

mg

T
r

刚性
绳索 θ

×

l

刚性绳索k→∞，剪断瞬间其形变Δl虽无限小，

但kΔl 可取某有限值，保证小球沿圆周切线方

小球速度为零，则法向受为零，

合力变成沿切线方向：



θcos
mgT =

mg

T
r

弹簧

×

θ

弹簧的k值有限，剪断瞬间形变Δl无限小，

则kΔl无限小，使合力几乎与剪断前相同：



4. 以初速 v0、仰角 θ 斜抛一质量为 m 的小球，

m
v0

θt 时刻小球速度。

， vr
r

kf −=设空气阻力

t
mkgm

d
dvv
r

rr
=−+ ）（

t
mkx x

x d
dvv  =−：

解：

求：

列牛顿方程： v
y

x

-kv mg

t
mkmgy y

y d
dv

v =−−：

投影：



∫∫ =
+

− t

y

y t
mkmg

y

y 0

d1d

0

v

v v
v

对vy方程分离变量并积分：

k
mge

k
mg t

m
k

yy −+=
−

)( 0vv

对vx方程分离变量并积分：

∫ ∫−=
x

x

t

x

x t
m
kv

v v
v

0 0
dd t

m
k

xx e
 

0   
−

=⇒ vv

体现直角坐标系运动描述独立性的优点。



求：绳 b 中张力T•

•

v0
l1

l2

m1

m2

绳 a

绳 b

5. 惯性系与非惯性系中牛顿定律的应用

解： 以悬顶为参考系

•m2

设其方向竖直向上。
T

m2 g

a2

打击 m1 的瞬间 m2 静止，但

m2 的加速度 a2 不一定为零，

222 amgmT =

由牛顿第二定律，有

− （1）

方法一

打击 m1 使之有水平速度v0，



m1 加速度
1

2
0

1 l
a v

=

m2 相对 m1 的加速度朝上：

（2）

2

2
0

2 l
a v

=′

相对运动关系：

122 aaa

（3）

+′= （4）

（1）—（4）联立解得：

)(
2

2
0

1

2
0

2 g
ll

mT ++=
vv

•

•

l2

m1

m2

v0 a2′

a1
•

•

v0
l1

l2

m1

m2

绳 a

绳 b

a2

运动学关系：



选 m1 为参考系 — 平动非惯性系

22122 amamgmT ′=−−
•

•

l2

m1

m2v0

T

m2g

m2a1

a2′

a1
动力学关系：

运动学关系：

2

2
0

2 l
a v

=′ （3）

1

2
0

1 l
a v

= （2）

（1）

（1）—（3）联立解得：

)(
2

2
0

1

2
0

2 g
ll

mT ++=
vv

方法二



从几何约束关系求解

如前面对m2的分析有：

•m2

T

m2 g

a2 222 amgmT =− （1）

方法三

•

•

v0t

l1

l2

m1

m2

绳 a

绳 b

y2

设想在极短时间 t 内，m1水平

位移v0t，m2竖直位移y2，

有几何约束关系：

2
0

2
112 )( tlly v−−=

2
0

2
22 )( tll v−−+

（2）



•

•

v0t

l1

l2

m1

m2

绳 a

绳 b

y2

)11(
2

)(

21

2
0

2 ll
ty +=

v

因v0t << l1, l2，对（2）中 (v0t)2

m2 瞬间从静止开始运动，有：

)11(
d

d

21

2
02

2
2

2 llt
ya +== v （3）

（3）代入（1）得： )(
2

2
0

1

2
0

2 g
ll

mT ++=
vv

作泰勒展开，保留一次项有：



p

R
θ

求 vp、ap

v0 恒定圆不动，横线以 v0 恒定

运动，求交点 p 的速度

和加速度。

6. 相对运动问题



p

R
θ

v0

y s

θsinRy = θRs =

00 cos   vv =⋅⇒= θθ && Ry

θ
θ

cos
0vv === && Rsp

θ
θ

θθ
θ

sin
cos

)sin(
cos 3

2
0

2
0

R
a pt

vvv =⋅−−== &&

θ2

2
0

2

cosRR
a p

n
vv

==
θ3

2
0

cosR
a p

v
=



θ
ap

an

at
p

R
θ

v0

易知 p 在竖直方向匀速运动，

所以 ap 应沿水平方向

求 ap 另法：

θθθ 3

2
0

2

coscoscos RR
aa pn

p
vv

===



求（1）相遇时间 Δt 。

t = 0 时刻，ΔABC是正三角形，

A, B, C 保持这样运动：A 向着 B，
B 向着 C，C 向着 A 都以相对地

的恒定速率 u 运动。

A

B

C
l

l

l

（2）以图中 t = 0 时刻位置建立

极坐标系，B 的轨迹。

θ
O

7. 相对运动问题



不难画出 B 和 A 的速度关系，

如图示，由此可知：

易知任意时刻 ABC 都保持正

三角形，设某时刻位形如图。

任意时刻，B 对 A 的速度 uB对A 与

A、B 连线的夹角不变，等于 30º，
大小不变，等于 2ucos30º 。

A

BC

uA对地

uB对地

u地对AuB对A
30º

所以相遇时间为：
u
l

u
lt

3
2

30cos30cos2
Δ =

°°
=

（1）相遇时间 Δt 。



这里要特别注意（同学们课下

的问题，此问题很好！）：

由左图看，uB对A 并不沿 A、B 
连线方向，这样 A、B 不可能

相遇呀！

A

BC

uA对地

uB对地

u地对AuB对A
30º

实际上，以 A 为参考系看：（1）B 同样作一条曲线

运动，由题意知曲线终点是 A；（2）该曲线某点处

的切线（ uB对A 方向）与该点和 A 的连线方向的夹角

保持 30º 不变（3）以 A 为极坐标原点，显然时间就

等于 A、B 初始距离 l 除以径向速度 2ucos30ºcos30º 。



所以时间为：

这样，任意时刻，B 对地的速度 uB对地与极坐标的

径向（OB 连线）的夹角不变，等于 30º，所以径向

速度大小不变，等于 ucos30º 。

易知 ΔABC 不断旋转变小相遇

到 O ，当 B 运动到（r, θ）位置

时， ΔABC 位置则是左图所示，

因为 O 一直是 ΔABC 的中心。

u
l

u
l

u
OBt

3
2

30cos
33

30cos
Δ =

°
=

°
=

距离初始

也可在地面系求相遇时间 Δt 

A

BC
uB对地

30ºθ
r

O
采用题中提示的极坐标系。



分析同前，可知：

A

BC

问题（1）的关键：极坐标系，径向速度为常数，

相遇时间＝径向距离/径向速度

uB对地

30ºθ
r

O

（2）B 的轨迹。

°−= 30cos
d
d u

t
r

径向速度

横向速度 °= 30sin
d
d u

t
r θ

消去 dt 得 θd3d
−=

r
r

两边积分得
θ

θ

θ 3

0 3
      d3d

3

−=⇒−= ∫∫ elr
r
rr

l



8. 在课上曾讲过二战中惯性力影响了鱼雷的触发的

事例，试就此提出改进方案。

为避免撞击时惯性力的影响，对触发装置改进如下：

撞针滑块

雷管 导板

鱼雷

撞针滑块
雷管

导板
鱼雷



坐标系如图，船头位矢：

jhixr
rrr

+=

i
t
x

t
r rr

r

d
d

d
d

==v

i
t

hr r

d
d 22 −

=

i
t
r

hr
r r

)
d
d(

22 −
= i

x
r r

0v−=

9. 用直角坐标系求船速

0d
d v−=

t
r h

α

v0

岸

x

r
r

0 x

y vr

i
r

αcos
0v

−=



船的加速度

i
x

hx
t

i
x
r

tt
a

rrr
r

)(
d
d)(

d
d

d
d

0

22

0 vvv +
−=−==

i
t
x

hxx
h r

d
d

222

2
0

+
=

v

i
x
h r
3

22
0v

−=i
x

hx
hxx

h r
)( 0

22

222

2
0 vv +

−
+

=

和 同向，船加速靠岸。vrar



长度 l、质量 m 的绳，一端系在轴 O 上，另一端

固结质量 M 的物体，它们在光滑水平面上以角速

度 ω 匀速转动，求距轴心 r（r < l）处的张力 T 。

10. 有质量绳的张力问题

有人认为 ，对否？lMT 2ω=

O

M

l
m



O

M

l
m

不忽略绳的质量，则绳中各点速度加速度都不相同，

取距轴心 r 处，长度 dr
的一段质元，

质元质量
l
rmm dd =

它作半径为 r、速率为 ωr 的匀速圆周运动。

求半径为 r 处的张力 T

r

dr

绳的不同位置处，张力是不会相同的。

绳整体作转动，不能看成一个质点！



)(dd   2rr
l
mT ω−=⇒

∫∫ −=⇒
l

r

T

T l
rrmTl dd   2ω

由牛顿定律有：

)(d)d( 2rmTTT ω−⋅=−+

l
rlmlMT

2
   

22
22 −

+=⇒ ωω

（1）量纲正确

（2）r = l 时，T = Mω 2 l，

讨论：

正确

（3）m = 0 时，T = Mω 2 l， 正确

)  ( 2lMTl ω=

dr
an= ω 2rT

T + dT

O
r

注意：每个质元受力
同向，故所有力的矢
量和变为标量相加。



11. 绳张力问题

在静止的圆柱体上绕有绳索，绳两端挂大、

小两个桶，质量分别为 M 和 m 。绳与圆柱

之间静摩擦系数为μ，忽略绳质量。问要使

两桶静止不动，绳至少要绕多少圈？

M m

μ



分析一小段绳 的受力情况θΔθθ +→

思路：

摩擦力

将绳分割成小段，由力平衡条件列

张力

压力

微分方程求解

MT

张力

r
mT
r

要想平衡，必须：

mgMgTT mM −=−绳柱之间摩擦力＝

分析：

θ

N
r

f
r

T
r

T
r

T
r

Δ+
θΔ
2

θΔ
2

θΔ
2



列动力学方程

( ) )
2

cos()
2

cos( θΔθΔΔ TfTT =++

切向：

Nf μ=

法向：

( ) )
2

sin(2 θΔΔTTN +=

MT
r

mT
r

θ

N
r

f
r

T
r

T
r

T
r

Δ+
θΔ
2

θΔ
2

θΔ
2

2
)

2
sin( θΔθΔ

≈ 1)
2

cos( ≈
θΔ

0≈⋅ θΔΔT

近似关系：



Nf μ=

利用近似关系化简3个方程可得：

0=+ fTΔθΔTN =

θΔμΔ
−=

T
T∴

积分得：

∫∫ −=
ΘT

T

m

M T
T

0
,dd θμ Θμ−=)ln(

M

m

T
T

ΘμeTT mM = πμ 2⋅⋅= n
meT

)ln(
2

1

m

M

T
Tn

πμ
=



解：

求：（1）v 恒定，F = ?
（2）a 恒定，F = ?

a

12. 已知：绳的线密度为λ

F

λ
y

y

软绳

v

按变质量问题讨论

主体：

设 t 时刻被拉起的绳长为y，dt 时间内绳长dy
以（y + d y）为研究系统。

方法一

被拉起的绳，质量在不断增加。

被拉起。



在dt 时间内，系统动量增量为： λdyv

λyg

v
y

y F

0

v ⋅=⋅− ytgyF dd λλ ）（

t
yygF

d
dvλλ +=

2vλλ += yg

t 时刻系统动量： v  v yyλy λλ =⋅+⋅ 0d
t + d t 时刻系统动量： v ⋅+ ）（ yy dλ

（1）v 恒定

由动量定理有：

v



（2）a 恒定

t 时刻系统动量： v  v yyλy λλ =⋅+⋅ 0d
t + dt 时刻系统动量： ⋅+ )d( yyλ

λyg

v
y

y F

0

a

taytyayy dddd ⋅++⋅+= λλλλ vv 
在dt 时间内，系统动量增量为：

tyay dd λλ +⋅v

tyaytgyF ddd λλλ +⋅=⋅− v ）（

yaygF λλλ ++= 2v ayyg λλ 3+=

由动量定理有：

)d( ta+v

）（ ay22 =v



方法二 分别研究 y 段和 dy 段绳

设dy 段被拉起时受的拉力为 f
v)d(d ytf λ=

yafygF λλ =−−

yaygF λλλ ++= 2v

2

d
d vv λλ ==

t
yf

dy 段：

y 段：

（1）v 恒定，a = 0， 2vλλ += ygF
（2）a 恒定，v 2 = 2ay， yaygF λλ 3+=

由牛Ⅱ有

dy
t

f
dy
t + dt

v

由动量定理有

λyg
f′ = f

v
y

y F

0

a



方法三 质点系动量定理

将绳看成是一个质点系，设绳长 l ，

支持力λ(l-y)g
拉力F，重力λlg ，

（为何？）

y

0

y

λlg

F

λ(l-y)g
yC 该质点系所受外力：

该质点系的总动量：

被拉起的 y 段动量 ＋ 桌面上 (l-y) 段的动量

被拉起的 y 段动量 = λyv
桌面上 (l-y) 段的动量 = 0



（1）v 恒定，

t
ylggylF
d

)0(d)( +
=−−+

vλλλ

2vλλ += ygF
（2）a 恒定， yaygF λλ 3+=

根据质点系动量定理得：

y

0

y

λlg

F

λ(l-y)g
yC

,0  , == vv &&y

t
y

t
yygF

d
d

d
d vv λλλ ++=

,  ,22 aayy == v&&



1. 

F

vm
v = const.皮带Mf

驱动力
m

砖块

f ′

（1）f′ 对M的功 = −（ f 对m的功）

的动过程中，应该有：m：vm= 0 vm=v

答：错。（ m 与 M 间有相对位移）



（3）F 的功 + f′ 的功 = 0
对。答： （M 匀速，动能不变）

（4）F 的功 = m 获得的动能

错。答： （F 是作用在 M 上的）

F

vm
v = const.皮带Mf

驱动力
m

砖块

f ′

答：错。（

（2）F 的功 + f′ 的功 = m 获得的动能

F与 f′ 是作用在M上而非m上的）



的动过程中， F 的功 =？vm=0 vm=v问：

解：vm=0
F = – f′ = fv = const.fmf ′

vm=v
m

A

A

v = const.
F = 0

S S′ 
)]([ SfSf ′−⋅−⋅=)( SSFWF ′+⋅=

2

2
1 vm=

地面上看 皮带上看（减速后退）

SS =′

（动能定理） )
2
1( 2vm−−



2.

在 S′ 和 S 系中，

小球 + 地球 的机

械能是否守恒？

S′
O

m
S

V
r
恒定

S′：单摆，只保守内力作功，机械能守恒。

S：  )( VT
rrrrr

+′=⊥ vvv
0≠= TWW外

机械能不守恒。
m

O

V
rT

r

v ′
r vr



在 S′和S系中，

弹簧振子的机械

能是否守恒？

S
S′ V

r
恒定

S′：
只有保守内力作功，机械能守恒。S：

因是惯性系，而且只有保守内力作功，

故机械能守恒。

√

×
墙对弹簧有作用力 ，墙F

r
但作用点O不动，S：

不作功。

S′： 墙F
r
作功。

墙F
r O

作用点O 以速度 运动，V
r

−



3.

错答： （若W内≠ 0，则 Ek 不守恒）

错答： （外力作功的和不一定为零）

（3）只有保守内力的系统，它的动量和机械能

答：对（只有F保内 → W外 = 0，W非保内 = 0）

同时守恒。

力为零时，它的机械能必然守恒。

必然都守恒。

（1）不受外力作用的系统，其动量和动能必然

（2）内力都是保守力的系统，当它所受的合外



4. 如果一个系统在一个惯性系 S 中动量和机

答：在其它惯性系 S′ 中动量和机械能均守恒。

证： ∑ = 0iF外

r
（1）由于S′ 是惯性系，仍满足

（2）证明在惯性系S′ 中机械能仍守恒。

dW外= 0， dW非保内 = 0

设惯性系S′ 相对S 的速度是vr（必为常矢量）

在惯性系S 中机械能守恒给出：

械能均守恒，那么该系统在其它任何一个惯

性系 S′ 中是否动量和机械能也均守恒？

故动量仍守恒。



如图，设 t = 0 时刻 O 和 O′ 重合。

∑ −⋅=
i

ii trF )d(d vrrr

tFrF
i

i
i

ii d)(d vr
rrr

⋅−⋅= ∑∑

∑ ′⋅=′
i

ii rFW rr
dd 外

trr ii vrrr
−=′

trr ii ddd vrrr
−=′→

00d =+= 外W
，非保内非保内  0dd ==′ WW又 故S′ 中机械能仍守恒。

•

O

O′
tvr

ir′r
S S′

i
iF
r

•

• •

ir
r



5.
如图，人和物同重（m1= m2），

人＋物＋绳在过程中

人抓着跨过滑轮的轻绳的一端

从静止上爬。

问人和物哪个

讨论： 对轮轴角动量守恒

设滑轮半径为R，
02211 =− vv RmRm 一样快！21 vv =→

角动量顺时针为正：

m1 m2(爬)

1vr 2vr 忽略滑轮的质量

和轴的摩擦，

向上的速度快？

用动量守恒也得到同样结果，巧合！



思考 若滑轮的质量不能忽略情况如何？

系统：

02211

对轴 M外

=−− ω轮JRmRm vv

02211 >−→ RmRm vv

（设仍有m1 = m2）

gm

21 vv >→

r
1

Rω

m1 m2(爬)

1vr 2vrJ轮

gm r
2

系统角动量守恒：

= m2 gR − m1 gR = 0，
人＋物＋轮＋绳



解： 动量守恒＋机械能守恒＋相对运动

m 对 M 作的功 W

（忽略所有摩擦）

为m 的小滑块从高h 处由静止下滑到底面。

求：

水平面上有一质量M、倾角θ 的楔块，质量

S

h V
r

M

m

θ θ

6.

及 M 后退距离S。



对m+M：

)2(0L=+ xmMV v

)3(
2
1)(

2
1 222 LmghMVm yx =++ vv

Px守恒：

)1(
2
1 2 ⋅⋅⋅= MVW对M：

Fx = 0

E守恒：

对m+M+地球：m－M间一对压力作功和为零

：V相对运动
rrr

+′= vv )4(tg
)(

⋅⋅⋅=
−+

θ
x

y

V v
v

h

x
θ M

m

vr

V
r

y
θv ′

r
V
r

xv
yv



（1－4）解得：
)sin)(1(

cos
2

2

θ
θ
++

=
mMmM

MghW

0dd
00

=+ ∫∫ tmtVM x

TT
v

设下滑时间为T，对Px守恒式（2）式积分：

)5(0L=+ mmSMS

位移关系： )6(tg ⋅⋅⋅=
−

θ
mSS

h

（5－6）解得：
θtg)1( mM

hS
+

=

SmS

h

x

vr V
r

θ M

m

(5) 式也可由 m＋M 质心在x 方向不动得到!



如图示，

竖直光滑固定轴 OO′转动，

转动惯量为J ，环半径为R，
初始角速度为ω0，

环形细管绕

质量为m
的小球从A由静止开始下滑。

求：小球分别滑到B 、C时，

环的角速度多大？小球相对环

已知：

的速度多大？

A

B

C

O

R

m

光滑环
形管 O′

ω0

7.



A

B
C

O

R

光滑环
形管 O′

ω

滑落中小球对OO′ 轴的角动量守恒否？

有人分析小球受力为：

gmN
rr

+1

还受垂直环面的压力 2N

它们对OO′ 轴的力矩 = 0，

因而小球角动量守恒。
r

它对OO′ 轴的力矩 ≠ 0！

∴ 小球的角动量不守恒！

1N
r

gm
r

2N
r

×

思考

√



解：系统 — 小球＋环

轴力和重力对轴力矩为零，

Σ M外i = 0，

A → B：

系统角动量守恒。

=0ωJ

)( 02
0 ωωωω <

+
= BB mRJ

J

 0 CJJ ωω =

0ωω =C

小球获得角动量，环转动变慢

A

B

C

O

R

O′

A → C：

BmRJ ω)( 2+
非同一刚体

球地Bvr
球环Bv ′

r
B
R 环地Bvr BRω=



系统 — 小球＋环＋地球

外力作用，

小球与环的内力 ⊥ 相对位移，

∴ 系统机械能守恒。

取通过环心的水平面重力势能 EPB = 0。

B 点速度：

环地球环球地 BBB vvv rrr
+=

环地球环 轴 BB vv rr
⊥)(//

（小球＋地球怎样？）

，非保内 0=W  0=外W即

B
EPB = 0

球环Bvr
× 环地Bvr

没有摩擦和



)(
2
1

2
1 2222 RmJ BBB ωω ++= 球环v

=+ mgRJ 2
02

1 ω

A → B：

EPB = 0

球环Bvr

B
A

× 环地Bvr

2

22
02
mRJ

RJgRB +
+=

ω
球环v

（1）量纲

（2）当 ω0 = 0 时， gRB 2=球环v

检验： √

√

2

2
1

BJω )(
2
1 22

环地球环 BBm vv ++



C 点速度：

环地球环球地 CCC vvv rrr
+=

球环Cvr= 0

222
0 2

1
2
1)2(

2
1

球环CC mJRmgJ v+=+ ωω

gR2C =球环v

A → C：

C

A

球环球地 CC vv rr
=

EPC = 0



扩展：质量 M、长 2l 的杆可在水平面上绕固定中心

O 转动，杆上套两个质量为 m 的小珠。开始时，小

珠对称的放在距离中心 l/3 处，使杆获得一个初始角

速度ω0，且此时小珠相对杆静止。设所有接触都是

光滑的，

求：小珠刚滑出杆时，杆的角速度和小珠的速度。

O

l

水平面



如图示，已知：M、m，

轻弹簧，压缩势能U0 。

弹簧未与两小球固结。

M、m从静止弹开。

求：（1）相碰时θM =？

（2）从弹开到相碰，经过的时间Δt =?

m
M

水平光滑槽

O
.
θM

θm

8.



系统 — m＋M

速度为 ωm、ωM，有：

0)()( 22 =+= Mm MRmR ωωMMmm JJ

角动量守恒

ωω +

（1）解：

弹出瞬间：对O轴，

重力、槽底支持力

槽壁侧压力

设 m，M 弹开瞬间获得的角

.
m
M

O

θM

θm

水平光滑槽

弹簧弹力的力矩和 = 0；
// O轴，无力矩；

过O轴，无力矩；

∴ Mm Mm ωω −= (1)

Σ M外i = 0，



tMtm Mm Δ−=Δ ωω

沟槽光滑，m、M作匀角速圆周运动。

由 (1) 有：

(2)(3)联立得：

.
m
M

O

θM

θm

水平光滑槽

Mm Mm θθ −= (2)

πθθ 2=−+ ）（ mM
(3)

mM
m

M +
=

πθ 2 (4)

（2）

只有弹力作功，机械能守恒。

系统 — m＋M

弹出瞬间：



由 (1)(5) 得

0

22

)(
2

UmM
mMRt

M

M

+
==Δ

π
ω
θ

由 (4)(6) 得

0
2222 )(

2
1)(

2
1 UMRmR Mm =+ ωω (5) 

2
0

)(
2

RmMM
mU

M +
=ω (6) 

弹开瞬间和运动中系统动量是否守恒？思考



解：分析前进阶段的运动状态：

vC = 0，但 ω > 0 

使质心速度 vC 减小

使转动的角速度 ω 减小

在桌面上搓动乒乓球9.  如图，

使其具有初始的ω0 和vC0，

球会前进一段距离后自动返回。

乒乓

出现这种现象的原因和讨论：

条件（乒乓球看成匀质球壳）。

0ω

0CvR

f

又滑又滚；

前进阶段受力：与vC方向相反的滑动摩擦力

摩擦力f 的作用

能自动返回的条件：



质心运动方程：设x方向为正

Cmaf =−

对过质心基轴的转动方程：设逆时针为正

t⋅+= αωω 0

taCCC += 0vv

R
C

2
3 0

0
v>ω得：

)32( 2mRJJfR CC ==− 轴轴α

vC = 0，但 ω > 0 利用返回的条件：

x

ω

CvR

f



（1）前进阶段滑动摩擦力做功都转化为热吗？

（2）在返回阶段，乒乓球最终达到纯滚动状

态，这时它还受摩擦力作用吗？

【思考】



求：接触点O处的静摩擦力。

解：设摩擦力向右，

C
r

1F
r

2F
r

B

O

根据质心运动定理有：

设顺时针方向为正，根据对质心的转动定理有：
CmafFF =+− 21 (1)

αα 2
1 2

1 mRJfRrF C ==− (2)

纯滚动条件： αRaC = (3)

f
r

10. 如图， 圆柱体受沿水平方

向相反的两个力 ，21 FF
rr

和
是B 和C ，C是质心，BC = r，
BC 连线沿竖直方向。

沿顺时针方向作纯滚动。

圆柱体质

量m，半径R，

作用点



(1) (2) (3) 解出：

21 3
1

3
2 FF

R
rRf +

−
−=

▲ 当 ,021 == FF ,0=f
质心匀速运动，圆柱体绕质心匀速转动。

▲ 当 ,02 =F 且 B 点在 C 之上，有：

=f

当 ,
2
Rr > 0>f

当 ,
2
Rr = 0=f

当 ,
2
Rr < 0<f



▲ 当 ,0,02 == rF ,0
3

1 <−=
Ff

自行车前轮所受静摩擦力大致如此。

21 3
1

3
2 FF

R
rRf +

−
−=

▲ 当 ,21 FF = ,0
3

2
3

2 21 >==
R

rF
R

rFf

自行车后轮所受静摩擦力大致如此。

f
r

f
r



隧道

火车

ab

AB

u
隧道

问：分别从地面系

和火车系看，此闪

电能否在火车的尾

端 b 留下痕迹？

有一个闪电正击中隧道的末端 B。

1. 如图示：一列火车以恒定速度 通过隧道，u
r

火车与隧道的静长均为 l0 。 从地面上看，

当火车的前端 a 到达隧道的前端 A的同时，



在地面上看，分析： 火车的长度要缩短为

γ
0l=

ab u火车

0l

隧道

AB 隧道

tAtB = tA

击不中b。

l

xAxB
x

lΔ lll −=Δ 0

0)11(0 >−=
γ

l

已进入隧道，

a 到达 A时，

22
0 1 cull −=

车尾 b

缩进：



在火车上看，

隧道缩短到 l，

a 遇 A( t′A )在先，B处 ( t′B)在后。

AB ttt ′−′=′Δ

a 遇 A
时，车尾在隧道外Δl ；

=−′ ltu ΔΔ

也是击不中b。

0=Δt
0lx −=Δ

002 >= l
c
uγ

0)1(0 >−= γl

时，

火车 ab

-u

隧道

AB 隧道

t′A

0l
l

火车 ab

-u

隧道

AB 隧道
t′B

lΔ

uΔt′

)ΔΔ( 2 x
c
ut −= γ

隧道后退 uΔt′ 。

002

2

)11( ll
c
u

γ
γ −−



2.
如图示，

x2′- x1′

与1m比，

哪个长？

问：

解法一：

x2′- x1′是其静长。

∴ x2－x1 = 1m 是运动着的尺上

两弹痕的距离，

在 S 看

t2  = t1，Q

∴ 是动长，

u

1m 的尺

运动长尺

S

S′ u
x1′ x2′

x1 x2

t1 t2 = t1

x

x′

m1
1

m1
2212 >

−
=′−′

cu
xx



2 1x x′ ′− = S ′ 系中1m的尺子长度

＋ S ′ 系中1m的尺子运动距离

=

0

=

lΔ

分析： t2  = t1

t2′ < t1′
（后）（先）

解法二：
x2′长尺S′

x′

t2′

1m 
-u

x1′

1m 
-u

S′ x2′

x′

t1′

在S′ 看

||Δ 1212 ttulxx ′−′+′=′−′ |)ΔΔ(|Δ
2 x

c
utul

−+= γ
γ

l
c
ul Δ)1(Δ 2

2

2 γ
γ

γ =+=

（<1m）



解：（1）Δt = 4s是原时，Δt′ = 5s是非原时，

2

2

1
c
utt −′Δ=Δ 22

2

2

)
5
4()(1 =

′Δ
Δ

=−
t
t

c
u

解得 cu
5
3

=

已知：S 系同一地点 x 发生两事件，时间间隔

在 S′ 系的时间间隔 Δt′ = 5s。
求：（1） S′ 系对 S 系的速度 u

（2） S′ 系中两事件的空间间隔 l

Δt =4s，

3.



（2） 在 S′ 系中 x 点的速度为 cu
5
3

−=

S′
x′x1′

t1′

S′
x1′ x′x2′

t2′
xu

S

x
u

xu

S

x
u

|Δ||| 12 tuxxl ′=′−′= m109s5
5
3 8×=⋅= c



2212
1

ΔΔ
cu
tuxxx

−

−
=′−′ m109

)53(1
s40 8

2
5
3

×=
−

⋅−
=

c

也可由洛仑兹变换求得

也可由间隔不变性求得

2
21

2
21

22
21

2
21

2 ΔΔΔΔ xtcxtc −=′−′ 2
21

2Δtc=

2112 Δ|| xxx ′=′−′ m1093ΔΔ 82
21

2
21 ×==−′= cttc

S 系同地 S′ 系速度



4. 

宇宙飞船静长为 L′，已知： 以速度 相对地面u
r

作匀速直线运动。有一小球从飞船尾部运动到

飞船头部，小球对飞船的速度为v′ 。

求：（1）宇航员测得的小球飞行时间Δt′

（2）地面观察者测得的小球飞行时间Δt

u u
v′



解：（1）在飞船系中测得的飞行时间

显然有
vv ′

′
=

′
′Δ

=′Δ
Lxt

飞船长为 L′ ，小球对飞船飞行的速度为v′

（2）在地面系中测得的飞行时间

解法一：

2

2

2

1

ΔΔ
Δ

c
u

x
c
ut

t
−

′+′
=

2

2

2

1

1

c
u

c
uL

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

′
′

= v

直接用洛仑兹时间变换（最简单）

2

2

2

1
c
u

L
c
uL

−

′+
′
′

= v



2

2

2

1

1

c
u

c
uL

xt

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

′
′

=
Δ

=Δ v
v

解法二：

2

2
1

c
u

tuxx

−

′Δ+′Δ
=Δ

v

vv
′+

+′
=

21
c
u

u

u

S

x
x′

S′ uS′

x1 x2
Δx

vv

分别用洛仑兹坐标变换和速度变换

v ′′=′
′=′

Lt
Lx

Δ
Δ



u

S

x
x′

S′ uS′

vv

解法三： 用运动长度缩短和速度变换

S系中飞船长度为 22 /1 cuLL −′=
tLtu Δ=+Δ v
)(Δ uLt −=∴ v

uΔt

L

S系中小球运动距离

21 /cu
u

v
vv

′+
+′

=S系中小球运动速度



u
/cu
u

cuLt
−

′+
+′
−′

=Δ

2

22

1

/1

v
v 2

2

2 11
c
u

c
uL −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

′
′=

v解出：

解法四： 用间隔不变性

2 2 2 2 2 2Δ ( Δ ) Δc t u t L c t L′ ′− + = −
2

2 2
1 1u ut L

c c
⎛ ⎞′Δ = ± + −⎜ ⎟′⎝ ⎠v

Δ t L′ ′ ′= v

不好判断正负

S′ 系中飞行时间

S系中飞船长度为 22 /1 cuLL −′=
Ltu +ΔS系中小球运动距离



5.
在地面上同时发现一艘飞船和一颗彗星，已知：

它们相对地面分别以0.6c、0.8c 速度相向而行。

在地面上观察，再有 5 秒两者就要相撞。

求在飞船上看：

0.6c 0.8c
飞船 彗星

问此后再经过多少时间飞船将要和彗星相撞？

（1）彗星的速度多大？

（2）设飞船一经被发现立即得到地面的警示，



解：（1）在飞船上看彗星的速度：

设地面为 S 系，飞船为 S′ 系

u = 0.6c v = -0.8c
飞船 彗星

S S′

x
x′

根据洛仑兹速度变换

v

vv
21

c
u
u

−

−
=′ c

c
c

c
cc 946.0
8.06.01

6.08.0

2

 −≈
×+

−−
=

（沿 -x′ 方向）

小于光速 c



解法一：利用“原时”和“两地时”的关系

（2）飞船上看，再经过多少时间相撞？

事件1：飞船被地面上观察到并得到警示

事件2：飞船与彗星相撞

在地面上看是两地时 Δt 。

这两事件在飞船上的时间间隔是

222 )/6.0(15/1 cccutt −=−Δ=′Δ

s48.05 =×=

原时 Δt′ ，



解法二：利用洛仑兹变换

s4
6.01

56.06.05

2

2
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

××−
=

c
c

c
c

c

22

2

/1 cu

x
c
ut

t
−

Δ−Δ
=′Δ

t1，

u = 0.6c v = -0.8c
飞船 彗星

S S′

x
x′

x1 x3t1，

t′1

S S′

x
x1 x3x2Δx

t′2

，t2



解法三：利用“时空间隔ΔS”是不变量

2222 )()()()( xtcxtc Δ−Δ=′Δ−′Δ

s4=′Δt

S′ ：Δt′ 未知 ，

S ：Δt = 5s，

事件2：飞船与彗星相撞

事件1：飞船被地面上观察到并得到警示

S S′

x
x1 x3x2Δx事件1 事件2

u = 0.6c

Δx = uΔt

Δx′ = 0 



问题：有人这样做（解法四） ，如何？

u = 0.6c v = -0.8c
飞船 彗星

S S′

x
x′x1 x3

在地面系中，事件1、3的空间距离是：

s7s5)8.06.0(Δ 1331 ⋅=⋅+=−== cccxxxl

在飞船系中看，这段距离是 l 的动长：

s6.58.07/1Δ 22
31 ⋅=×=−⋅=′=′ ccculxl

s4s92.5946.0s6.5||Δ ≠≈⋅≈′′=′∴ cclt v
在飞船系中彗星的速度是： c946.0−=′v

事件1：地面发现飞船 ；事件3：地面发现彗星



3131 ΔΔ xx γ=′

s4s25.9||ΔΔ 31 ≠=′′=′∴ vxt

另有人认为

这种理解是错的，

并非同时，

因为在飞船系中，事件1、3
故 Δx′31 不是 Δx31 的动长。

系中，彗星和飞船的距离 Δx′31 是静长：

t1 t3 = t1

t′1 13 tt ′≠′
u = 0.6c v = -0.8c

飞船 彗星
S S′

x
x′x1 x3

t1 = t3，∴ Δx31 是动长，Q 在飞船

s75.8s7 ⋅=⋅== ccl γγ



和飞船的距离，

在飞船系，事件1、3并非同时，时间差为：

s25.5Δ)ΔΔ(Δ 3123123131 −=−=−=′ x
c
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c
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即在飞船系看，地面发现彗星（事件3）在先，

31Δxl ′=′
∴飞船得到警示时，它与彗星的距离应为：

||Δ  v ′′=′ lt s425.525.9 =−= （同前）

这种理解也是错的，Δx′31 不是飞船系中彗星

因为两个运动物体间的距离

必须是它们同时所在位置的空间间隔。

比地面发现飞船并发出警示（事件1）早5.25s。

|||Δ| 31 v ′⋅′− t



接收器以速率 u 沿二者连线向着光源匀速运动，

设光源参考系为 S 系，如图。解：

设与接收器相对静止的参考系为 S′，

6. 在光源静止的参考系中，光的频率为ν，

求：接收器接收到的光的频率ν′ 。

ν′
x

S 
c，ν

接收器

u
x'

S′



方法一：用洛仑兹变换

两种说法那种对？

设：S 系中，光的周期为 t2 - t1 = T 

把光源发光一个周期的始、末作为事件1、2

S′ 系中，光的周期为 t′2 - t′1 = T′

T 应是原时，

S 系中事件1、2发生是在同一地点，说法 1：

说法 2：
T′ 应是原时，

∴ S′ 系中测量周期为 T′ = γ T 。

∴ S′ 系中测量周期为 T′ = T / γ 。
S′ 系中接收光波是在同一地点，
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正确解法：

T 

答：两种说法都不对。

γ=

S 系中光源发光一个周期的始末2事件，

不是相同的2事件，这两个周期之间不是简单的

原时与非原时的关系。

在 S′ 系中，事件1、2的时间差为

=
T

=

0

中接收器相继接收光的一个周期的始末 2 事件，

与S′ 系



2121 Δ Δ tux ′=′
如图，在S′ 系中，事件1、2的空间距离为

事件1、2发的光先后到达接收器的时间差才是

对光源和接收器相接近的情况有：周期T′ 。

x

u

x'
接收器

S′ ν′
S 
c

x′1

12

x′2
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c
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T 21Δ ′
=′ 21Δ t

c
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当光源和接收器有相对运动时，测量的频率

不同于发射频率的现象称为“多普勒效应”。

思考 光源和接收器相互远离结果又如何？
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（事件1的光传播的距离）

根据频率和周期的倒数关系有：



*方法二：用光子的能量和动量变换

S 系中：光子动量方向沿 -x，由光子的动量能量

0; ==−= zyx pp
c
Ep    关系，有：

由动量、能量变换关系，得光子能量为：
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S ′系中：

，又  νhE = ， ν ′=′ hE
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K1

K1

λ

t1时刻静止光源L开始发
光，结果是产生波阵面K1

x

1. 地面S系中静止光源的光波的产生

S 
L

t1

L
x

S 
K2

t2
t2时刻静止光源L前一次

发光结束，新一次发光
开始，结果是产生波阵
面K2，而波阵面K1扩大
到一定程度（以光速c）

波阵面K1与K2是以光源L为中心的同心球（注意光源
L相对S是静止的），它们之间的距离就是波长λ，而
t2－ t1 就是周期T。

补充：下面再深入讨论一下光波的产生和接收



经过一段时间后，在时刻t3波阵
面K1先到达接收器S′，引起一个
物理响应。

又经过一段时间后，在时刻t4波阵
面K2到达接收器S′ ，又引起一个
物理响应。

两个物理响应的时间差t4－ t3就
是接收器检测到的周期 T ，且
这种情况下 t4－ t3＝ t2－ t1

接收器

S′

K1 K2

λ

t3

假设地面S系有一个静止的接收器S′

K2

接收器

S′ t4

K1

λ
但如果接收器S′ 是运动的，如向右运动会怎么样？

2. 地面S系中静止光源产生光波的传播和接收



K1

λ′

在运动接受器S ′中观察，（1）光源L不再静止，而
是以速度u运动；（2）K1和K2的产生由“S中的同地、
不同时”变为这里的不同地、不同时，且K1的产生仍
在K2之前， （因果关系），综合结果就是：

3. 运动接收器S′ 系中光波的产生

光源L移动距离u(t′2－t′1)

K1
x

S 
L

t′1
u

朝接收器方向

L
x

S 
K2

t′2
u

朝接收器方向

K1波阵面的传播距离c(t′2－t′1)

• t′1时刻， K1产生，

• t′2时刻， K2产生，
• 而这段时间内光源
L运动了一段距离
u(t′2－t′1)， K1波阵
面传播了一段距离
c(t′2－t′1)，因此：

2 1( )( )tc u tλ′ = ′− −′



K1
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λ′

x
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L

t′1
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S 
K2

t′2

光源L移动距离u(t′2－t′1)

u
朝接收器方向

u
朝接收器方向

K1波阵面的传播距离c(t′2－t′1)

4. 运动接收器S′ 系中光波的传播和接收

注意：由于光源L的
运动，使得K1 和K2
波阵面不再是同心
球，包括随后产生
的其它波阵面Ki，

都不是同心球，但
其领先地位却是：
K1, K2, …Ki, …，

因为光源速度小于光速。
（对于声波，则存在声源速度大于声速情况，波阵面领先次序
颠倒，这就是超音速现象，产生破坏力极大的冲击波）

所有光波阵面的传播速度（c）一样，所以其间距即波长
λ′ 是不变的。接收仍分两个时刻，接收波长λ′ 的光子。



5. 运动接收器S′ 系中接收的光波频率

2 1( )( )tc u tλ′ = ′− −′ K1

K1

λ′
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t′2

光源L移动距离u(t′2－t′1)

u
朝接收器方向

u
朝接收器方向

K1波阵面的传播距离c(t′2－t′1)
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