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如图，三个相同的球沿三个不同的轨道——斜线、圆弧、旋轮线轨道滚动，结果是沿旋轮线

轨道滚动最快，用时最短。 

 

1.球沿轨道作纯滚动与纯滑动的比较 

以斜线轨道为例进行讨论。如下图，设斜线轨道的倾角为θ ，匀质实心球质量为M ，

半径R，滚动半径 r，绕过质心轴的转动惯量
22

5
MR 。球体受到 3 个力作用：重力、弹力

和静摩擦力。若静摩擦力足够大，球体可以保持纯滚动。以 , , ,c ca vβ ω为变量，则有 
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如果球在光滑的轨道上只滑动不滚动，则 sinca g θ= ，即球的纯滚动与纯滑动的质心

加速度仅相差一个与仪器结构有关的因子。对上面三个轨道，结构因子相同。这样球在三个

轨道下落快慢的问题，可以等效地用球光滑滑动（质点）替代实际的球纯滚动（刚体）进行

讨论，所得结论不变。 

 



2.最速下降问题 

最速下降是个古老的问题，又称捷线问题。有关泛函或变分法的书多采用此例引入相关

概念。其问题是：在空间高低两点之间寻找一条连接两点的光滑轨道，使质点沿轨道从高点

下滑到低点用时最短。如右图，过高低两点作一铅

直平面，在此平面内建立直角坐标系。以高点为原

点，水平方向为 x 轴，竖直向下为 y 轴，设低点 E

的坐标为 0 0 0( , )( 0)x y y > 。现在的问题就是寻找过

O 点和 E 点的众多平面曲线 ( )y y x= 中使得质点下

滑用时最少者。设轨道 ( )y y x= 连续光滑，易得到

质点由静止开始沿轨道由 O 点到 E点所用时间为： 
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( )t y x⎡ ⎤⎣ ⎦表示 t是函数 ( )y x 的函数， dsdydxdxy =+=′+ 222 )()(1 为元路程， 2gy

为质点下落 ( )y x 后的速度大小。上面的问题转化为寻求函数 ( )y x 使 t取极小值。 

 

3.欧拉方程 

我们可以将（3）式推广到更一般的形式： 
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J 是函数 ( )y x 的函数，称为泛函，即泛函是函数的函数，函数是泛函的宗量。 ( ), ,F x y y′

是 , ,x y y′的函数，设它对 , ,x y y′二次连续可导，设 ( )y x 对 x的二阶导数 y′′连续， BA   , 分

别为变量 x的初值和终值。下面介绍泛函 J 取极值的条件。 

首先说说函数变分的概念。设有两个函数 )(1 xy 和 )(2 xy ，对给定的 x，取两个函数值

之差： )()()( 12 xyxyxy −=δ ，称为函数的变分，显然它也是 x的函数。函数的变分 )(xyδ 与

微分 )(xdy 的差别： )(xyδ 表示两个不同函数在自变量 x取相同值时的变化， )(xdy 表示同

一函数在自变量 x发生改变时的变化。在两函数的交点处，函数变分为零。对（4）式表达

的泛函，不同函数在端点 BA   , 取值应相同，即： 0)()( == ByAy δδ 。函数的变分与求导也

可以交换次序，对函数先变分后求导，与先求导后变分的结果相同： 

yxyxyxyxy
dx
dy ′=′−′=−=′ δδ )()()]()([)( 1212  

有了函数变分的概念，就可以定义泛函的变分。当函数 ( )y x 的形式改变时，泛函 J 的

值就会改变，定义其改变量 Jδ 为泛函的变分： 
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上式被积函数可按照二元微分进行表达： 
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这样泛函 J 的变分表达为： 
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可证明泛函 J 取极值的必要条件是其变分为零： 0=Jδ ，这称为变分原理。根据这一原理

可得泛函取极值必须满足下面条件： 
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对其中第二项，利用变分与求导交换次序，以及在端点 BA   , 处，要求不同函数取值相同，

即 0)()( == ByAy δδ ，可得： 
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这样（6）式变为： 
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要想（7）式对任意的 yδ 都能够成立，只有 
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这就是欧拉方程，即泛函取极值时 ( ), ,F x y y′ 必须满足的条件。 

总结一下，根据变分原理，泛函取极值的必要条件可等价地由欧拉方程来表述。 

 

4.最速下降轨道—旋轮线 

下面用欧拉方程求解最速下降轨道函数。由（3）式， ( )
21
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拉方程（8）式可得： 
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注意
d dy d dy
dy dx dy dx
′ = = ，以

dy
dy
′ 代替上式中的

d
dx

，上式化为 
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将上式第二项作微分运算（注意 y′及其表达式皆是 y的函数），整理可得 
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把以上方程等号两边分别积分，整理可得 
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把以上方程等号两边再分别积分，得 
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其中， 1 2c c、 为积分常数，由轨道函数的端点条件来确定。（9）式即是最速下降轨道函数的

一般表达式。此式看起来不太直观，为此做以下变换化为参数方程以便看起来直观一些。 

令 1

1

= arccos c y
c

θ −
，则（9）式化为以下参数方程 
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（10） 

这是典型的旋轮线（又称摆线）方程，其中θ 为参数。 

 

5.旋轮线简介 

旋轮线是一种典型的平面曲线，在一般数学手册中均可查到。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

如上图所示，在 xy 直角坐标系的 xy 平面内有一个圆 C(旋轮)，它沿 x 轴作纯滚动，圆

周上一点 P，初始位置与原点重合，在圆 C 作纯滚动过程中，P 点的轨迹就是旋轮线。设圆

C 的半径为 R，可据上图比较容易地得到 p 点轨迹的参数方程。以 PC 为画在圆上的记号。设

圆 C 与 x 轴的切点由初始位置 O，经过圆 C 作纯滚动而到达 B 点，记号 PC 转过角度θ ，且

OB Rθ= ，此时 p 点的横坐标为线段OB减去线段 PN，p 点的纵坐标为圆半径减去线段 NC。

由此可知，起始点在原点的旋轮线的参数方程为： 
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